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SUMMARY 
S t a t i o n a r y f i r s t - o r d e r h o m o g e n e o u s M a r k o v p r o c e s s e s 
o f t e n s a t i s f a c t o r i l y m o d e l g e n e r a l s t o c h a s t i c s y s t e m s , b u t 
e s t i m a t i o n o f t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s i s d i f f i c u l t i n 
p r a c t i c e . R e l i a b l e t e c h n i q u e s a r e a v a i l a b l e t o h a n d l e c o m ­
p l e t e m i c r o d a t a , b u t m i c r o d a t a a r e u s u a l l y c o s t l y a n d 
s o m e t i m e s n o t a v a i l a b l e . O t h e r t e c h n i q u e s d e a l i n g w i t h 
c o m p l e t e m a c r o d a t a h a v e b e e n d e v e l o p e d . B o t h a p p r o a c h e s a r e 
g e a r e d a t e s t i m a t i n g t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s w h e r e a s i n 
s o m e a p p l i c a t i o n s t h e u s e m a d e o f t h e m i s t o c o n s t r u c t M a r k o v 
c h a i n s t h a t b e s t r e p l i c a t e t h e o b s e r v e d p r o p o r t i o n s . T h e y 
f a i l w h e n o n l y i n c o m p l e t e d a t a a r e a v a i l a b l e . 
T h e p u r p o s e o f t h i s r e s e a r c h i s t o d e v e l o p a n d d e m o n ­
s t r a t e a m e t h o d f o r c o n s t r u c t i n g a s t a t i o n a r y f i r s t - o r d e r 
h o m o g e n e o u s M a r k o v p r o c e s s t h a t b e s t r e p l i c a t e s a v a i l a b l e 
s t a t e o c c u p a n c y p r o p o r t i o n s o f a n a c t u a l s t o c h a s t i c p r o c e s s , 
u s i n g a n o n l i n e a r p r o g r a m m i n g a p p r o a c h t h a t a d j u s t s t r a n s i ­
t i o n p r o b a b i l i t i e s i n s u c h a w a y a s t o o b t a i n b e s t f i t t o 
t h e o b s e r v e d d a t a . 
I n a p p l i c a t i o n s f r o m t h e l i t e r a t u r e i t i s s h o w n t h a t 
t h e p r o c e d u r e g i v e s b e t t e r c u r v e f i t s t h a n t r a d i t i o n a l m e t h o d s , 
p r o v i d e s c a p a b i l i t y t o i n c o r p o r a t e a p r i o r i k n o w l e d g e a b o u t 
m i c r o d a t a i n t o t h e e s t i m a t i o n p r o c e d u r e , r o u t i n e l y h a n d l e s 
i n c o m p l e t e m a c r o d a t a , g i v i n g e s t i m a t e s c o m p a r a b l e t o t h o s e 
vi obtained with complet  data, and in the presence of informa­tion on one state probabilty provides estimates of its steady state value. 
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C H A P T E R I 
I N T R O D U C T I O N 
M a n y e c o n o m i c a l l y i m p o r t a n t s y s t e m s f r o m s u c h f i e l d s 
a s q u e u e i n g , i n v e n t o r y c o n t r o l , c o s t c o n t r o l , q u a l i t y c o n ­
t r o l , b u y i n g b e h a v i o r a n d r e l i a b i l i t y m a y b e u s e f u l l y 
m o d e l e d a s s t a t i o n a r y f i r s t - o r d e r h o m o g e n e o u s M a r k o v 
p r o c e s s e s . S u c h s y s t e m s a r e c o n s i d e r e d t o e x i s t i n a 
d e f i n i t e s t a t e o r c o n d i t i o n a t e a c h o b s e r v a t i o n , w i t h m o v e ­
m e n t f r o m s t a t e t o s t a t e g o v e r n e d c o m p l e t e l y b y a p r o b a b i l i t y 
l a w a s s o c i a t e d w i t h t h e c u r r e n t s t a t e . 
E x c e p t f o r g a m e s a n d c e r t a i n t h e r m o d y n a m i c s y s t e m s , 
f e w a c t u a l s y s t e m s c o m p l e t e l y o b e y t h e r e q u i r e d s t a t i o n a r i t y , 
o r d e r , a n d h o m o g e n i t y a s s u m p t i o n s a s s o c i a t e d w i t h t h e a b o v e 
p r o c e s s . A s y s t e m m a y f a i l t o b e s t a t i o n a r y , h a v i n g a 
t r a n s i t i o n m a t r i x t h a t v a r i e s a s a f u n c t i o n o f s o m e o u t s i d e 
i n f l u e n c e . I t m a y f a i l t o b e f i r s t - o r d e r , h a v i n g t r a n s i ­
t i o n p r o b a b i l i t i e s t h a t d e p e n d o n p r i o r i n f o r m a t i o n . O r , i t 
m a y f a i l t o b e h o m o g e n e o u s , l u m p i n g d i s s i m i l a r e n t i t i e s i n t o 
a s i n g l e s t a t e . I n p r a c t i c e , h o w e v e r , f a i l u r e t o c o m p l y 
s t r i c t l y w i t h t h e a b o v e a s s u m p t i o n s d o e s n o t e x c l u d e a s y s t e m 
f r o m b e i n g s u c c e s s f u l l y m o d e l e d a s a s t a t i o n a r y , f i r s t - o r d e r 
M a r k o v p r o c e s s ; r a t h e r , t h e s y s t e m a t i c d e v i a t i o n s i n t r o d u c e d 
b y t h e f a i l u r e r e d u c e t h e r o b u s t n e s s o f t h e r e s u l t . 
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T h e r e l a x a t i o n o f a b s o l u t e c o m p l i a n c e t o t h e s e c o n ­
s t r a i n t s o p e n s u p m a n y n e w a r e a s o f a p p l i c a t i o n , m a k i n g 
e s t i m a t i o n o f t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s t h e n e x t m a j o r o b s t a c l e 
t o t h e a p p l i c a t i o n o f a M a r k o v m o d e l . W h e n m i c r o d a t a ( t i m e 
o r d e r e d t r a n s i t i o n c o u n t s f o r a l l s t a t e s ) a r e a v a i l a b l e , 
r e l i a b l e t e c h n i q u e s e x i s t f o r d e t e r m i n a t i o n o f t h e t r a n s i ­
t i o n m a t r i x . U s u a l l y , h o w e v e r , s u c h d a t a c a n o n l y b e o b ­
t a i n e d a t h i g h c o s t , a n d i n s o m e a p p l i c a t i o n s b a s e d o n h i s ­
t o r i c a l r e c o r d s i t c a n n o t b e o b t a i n e d a t a l l . 
T o h a n d l e t h i s s i t u a t i o n , e s t i m a t i o n t e c h n i q u e s w h i c h 
d o n o t d e p e n d o n t h e m i c r o d a t a h a v e b e e n d e v e l o p e d . T h e s e 
a r e a b l e t o e s t i m a t e t h e t r a n s i t i o n m a t r i x f r o m p u r e l y 
a g g r e g a t e d a t a . T h i s t a s k i s m o r e d i f f i c u l t t h a t e s t i m a t i o n 
u s i n g m i c r o d a t a b e c a u s e t h e i n f o r m a t i o n i n t h e m a c r o d a t a 
i s m a s k e d b y t h e a g g r e g a t i o n . T h e s e t e c h n i q u e s a r e a i m e d 
a t p r o d u c i n g s t a t i s t i c a l l y e f f i c i e n t , u n b i a s e d e s t i m a t e s o f 
t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s r a t h e r t h a n a t r e p l i c a t i n g t h e 
o b s e r v e d d a t a . T h e y e s t i m a t e t h e o b s e r v e d p r o p o r t i o n a t t i m e 
t f r o m t h e o b s e r v e d p r o p o r t i o n a t t i m e t - 1 i n t h e c l a s s i c a l 
l e a s t - s q u a r e s m a n n e r . W h i l e t h i s p r a c t i c e i s c o n s i s t e n t i n 
a n a l y s i s o f t r a n s i t i o n b e h a v i o r , f o r e c a s t i n g a n d e x t r a p o l a ­
t i o n , i t i s n o t c o n s i s t e n t w i t h r e s p e c t t o o b t a i n i n g t h e 
p r o c e s s t h a t g i v e s t h e b e s t r e p l i c a t i o n o f t h e o b s e r v e d 
d a t a a s m a y b e d e s i r e d i n d e s i g n o f n e w s y s t e m s b a s e d o n 
d a t a f r o m e x i s t i n g s y s t e m s , r e c o n s t r u c t i o n o f b e h a v i o r a f t e r 
a n i n t e r r u p t i o n , a n d i n t e r p o l a t i o n . 
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A d d i t i o n a l l y , t h e r e a r e m a n y p o t e n t i a l a p p l i c a t i o n s 
w h e r e e v e n m a c r o d a t a a r e d i f f i c u l t t o o b t a i n . S u c h a c a s e 
e x i s t s w h e r e t h e i n t e r v a l s b e t w e e n o b s e r v a t i o n s a r e n o t 
c o n s t a n t , a s i n t e s t i n g o f m e d i c a l p a t i e n t s . T r a d i t i o n a l 
t e c h n i q u e s a r e c o m p l e t e l y u n a b l e t o c o p e w i t h t h i s , a n d new 
t e c h n i q u e s m u s t b e d e v e l o p e d . 
N o n t r a d i t i o n a l t e c h n i q u e s a r e a l s o r e q u i r e d w h e n t h e 
l e a s t s q u a r e s m e t r i c i s i n a p p r o p r i a t e . S u c h a c a s e o c c u r s 
w h e n t h e r e s i d u a l s a r e f o u n d t o h a v e a d o u b l e e x p o n e n t i a l 
r a t h e r t h a n a n o r m a l d i s t r i b u t i o n . L e e , J u d g e , a n d Z e l l n e r 
[ 1 9 ] d e v e l o p a m i n i m u m a b s o l u t e d e v i a t i o n e s t i m a t o r t h a t c a n 
b e u s e d i n s u c h c a s e s . I n o t h e r c a s e s t h e e r r o r d e p e n d s o n 
a c o s t f u n c t i o n [ 3 2 ] w h i c h m a y b e d i s c o n t i n u o u s ; h e r e s p e c i a l 
t e c h n i q u e s a r e r e q u i r e d . 
T h e p u r p o s e o f t h i s r e s e a r c h i s t o d e v e l o p a n d d e m o n ­
s t r a t e a m e t h o d f o r c o n s t r u c t i o n o f a s t a t i o n a r y f i r s t - o r d e r 
h o m o g e n e o u s M a r k o v p r o c e s s t h a t b e s t r e p l i c a t e s t h e a v a i l ­
a b l e s t a t e o c c u p a n c y p r o p o r t i o n s ( a g g r e g a g e o r m a c r o d a t a ) 
o f a n a c t u a l s t o c h a s t i c p r o c e s s . T h i s i s b a s e d o n t h e i d e a 
o f c h o o s i n g a t r a n s i t i o n m a t r i x s u c h t h a t t h e r e s u l t i n g 
t r a n s i e n t s o l u t i o n g i v e s t h e b e s t f i t t o t h e o b s e r v e d d a t a . 
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CHAPTER I I 
SURVEY OF RELATED L I T E R A T U R E 
I n r e c e n t y e a r s t h e a p p l i c a t i o n s o f M a r k o v c h a i n s 
h a v e e x t e n d e d b e y o n d t h e p h y s i c s o f B r o w n i a n m o t i o n i n t o 
m a n y a r e a s o f t h e s o c i a l a n d e c o n o m i c s c i e n c e s . T h e s e h a v e 
come f r o m s u c h d i v e r s e a r e a s a s l e a r n i n g t h e o r y [ 2 4 ] , c o n ­
s u m e r b r a n d p r e f e r e n c e b e h a v i o r [ 2 1 ] , a n d p r o j e c t i o n s o f 
t h e n u m b e r s o f f i r m s w i t h i n i n d u s t r i a l c l a s s i f i c a t i o n s [ 2 8 ] . 
I n 1 9 5 2 , G e o r g e H . M i l l e r a t t e m p t e d t o m o d e l t h e 
r e s p o n s e o f r a t e i n a T m a z e a s a t w o - s t a t e M a r k o v p r o c e s s . 
I n h i s r e s e a r c h 1 0 r a t s w e r e r u n i n a T m a z e f o r 2 0 t r a i l s 
e a c h . M i l l e r s u g g e s t e d t h a t t h e s u c c e s s i v e t r i a l s c o n ­
s t i t u t e d a M a r k o v c h a i n h a v i n g t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s 
e q u a l t o t h e c o n d i t i o n a l p r o b a b i l i t y t h a t a r a t w o u l d m a k e 
a c o r r e c t o r i n c o r r e c t c h o i c e g i v e n t h e c h o i c e i n t h e p r e v i o u s 
t r i a l . He d e r i v e d a l e a s t - s q u a r e s e s t i m a t e o f t h e t r a n s i ­
t i o n p r o b a b i l i t i e s u s i n g t h e m a c r o d a t a m a d e u p o f p r o p o r ­
t i o n s o f r a t s c h o o s i n g t h e c o r r e c t t u r n o n e a c h t r i a l . 
A l t h o u g h h e p r e s u m a b l y h a d a v a i l a b l e d a t a o n t h e 
p e r f o r m a n c e o f e a c h r a t a t e a c h t r i a l , h e d i d n o t c o n s i d e r 
t h i s m i c r o d a t a i n t h e d e t e r m i n a t i o n o f t h e t r a n s i t i o n m a t r i x . 
As p o i n t e d o u t i n a l a t e r p a p e r b y Goodman [ 8 ] s u c h m i c r o 
d a t a w o u l d h a v e a l l o w e d h i m d i r e c t l y t o c o m p u t e t h e t r a n s i ­
t i o n f r e q u e n c i e s , w h i c h a r e k n o w n [ 2 ] t o b e m a x i m u m l i k e l i h o o d 
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= T T ( t - l ) P ( 2 . 1 ) 
e s t i m a t o r s o f t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s , a s y m p t o t i c a l l y 
n o r m a l l y d i s t r i b u t e d , c o n s i s t e n t , a n d t e n d i n g t o z e r o b i a s 
a s t h e s a m p l e s i z e i n c r e a s e s . 
I n m a n y i n s t a n c e s , h o w e v e r , m i c r o d a t a o n i n d i v i d u a l 
t r a n s i t i o n s a r e n o t a v a i l a b l e , o r m a y b e o b t a i n e d o n l y a t 
h i g h c o s t . I n c o n s u m e r b r a n d p r e f e r e n c e t e s t i n g , f o r e x a m p l e , 
i t i s f a i r l y e a s y f o r a m a r k e t r e s e a r c h f i r m t o d e t e r m i n e 
f r o m s a l e s d a t a t h e p r o p o r t i o n o f c o n s u m e r s p u r c h a s i n g 
t h e p r o d u c t o f a p a r t i c u l a r m a n u f a c t u r e r a t a n y g i v e n t i m e . 
I t w o u l d b e m u c h m o r e d i f f i c u l t t o d e t e r m i n e t h e n u m b e r o f 
c o n s u m e r s w h o s w i t c h e d f r o m o n e b r a n d t o a n o t h e r d u r i n g a n y 
p a r t i c u l a r t i m e p e r i o d . T h i s w o u l d r e q u i r e q u e s t i o n i n g 
i n d i v i d u a l c o n s u m e r s . 
P r o b l e m u s i n g m i c r o d a t a t o e s t i m a t e t h e t r a n s i t i o n 
p r o b a b i l i t i e s m a k e u p t h e b u l k o f t h e a p p l i c a t i o n s p r o b l e m s 
r e p o r t e d t o d a t e , p r o b a b l y b e c a u s e o f t h e e a s e w i t h w h i c h 
m i c r o d a t a c a n b e t r a n s f o r m e d i n t o t h e s e e s t i m a t e s r a t h e r 
t h a n f r o m a n a b u n d a n c e o f p r o b l e m s f o r w h i c h m i c r o d a t a 
c a n b e e a s i l y o b t a i n e d . 
I n t h e o r d e r l y d e v e l o p m e n t o f t e c h n i q u e s f o r e s t i ­
m a t i n g t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s . M i l l e r ' s w o r k c o m e s 
f i r s t . H e e s t i m a t e d t h e v e c t o r o f s t a t e p r o b a b i l i t i e s a t 
t i m e t f r o m t h e o b s e r v e d s t a t e f r e q u e n c i e s a t t i m e t - l . 
T h a t i s . 
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w h e r e P i s t h e t r a n s i t i o n m a t r i x , f r ( t ) i s t h e e s t i m a t e d 
p r o p o r t i o n s a t t i m e t , a n d T r ( t - l ) r e p r e s e n t s t h e o b s e r v e d 
p r o p o r t i o n s a t t i m e t - 1 . M i l l e r s u g g e s t e d t h a t t h e o b s e r v e d 
p r o p o r t i o n s d i f f e r e d f r o m t h e e s t i m a t e d p r o p o r t i o n s b y a n 
e r r o r t e r m U ( t ) a n d r e w r o t e e q u a t i o n ( 2 . 1 ) a s 
T T ( t ) = T r ( t - l ) P + U ( t ) ( 2 . 2 ) 
w h e r e t h e r o w v e c t o r U ( t ) r e p r e s e n t s t h e d i f f e r e n c e s 
b e t w e e n t h e o b s e r v e d d a t a a n d t h e e s t i m a t e d p r o p o r t i o n s . 
M i n i m i z i n g t h e s u m o f t h e s q u a r e o f t h e s e e r r o r s , 
w h e r e t h e s u m i s t a k e n b o t h o v e r t i m e a n d o v e r t h e s t a t e 
s p a c e , f o r m s t h e b a s i s f o r M i l l e r ' s e s t i m a t e . 
W h e n r e w r i t t e n i n v e c t o r n o t a t i o n t h e e x p a n d e d t o 
i n c l u d e a l l t i m e p e r i o d s z e r o t h r o u g h T , e q u a t i o n ( 2 . 2 ) 
a p p e a r s a s 
w h e r e e a c h o f t h e y ^ i s a ( T x 1) v e c t o r o f e m p i r i c a l d a t a 
r e p r e s e n t i n g t h e o b s e r v e d p r o p o r t i o n s i n s t a t e i a t t i m e 1 
t h r o u g h T , a n d x . . = x 9 = x a r e ( T x r ) m a t r i c e s r e p r e s e n t i n g 
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OBSERVED PROPORTIONS I N ALL STATES 1 THROUGH R AT TIMES 0 
THROUGH T - L , P.. I S AN (R X 1) VECTOR OF TRANSITIONAL PROB­
A B I L I T I E S , AND U . I S A VECTOR OF RANDOM ERRORS. I N MORE 
D 
COMPACT FORM THIS MAY BE EXPRESSED AS 
Y = X P + U (2 .4 ) 
THE CLASSICAL METHODS OF UNWEIGHTED LEAST SQUARES 
GIVE THE SOLUTION TO THE MINIMIZATION OF THE PRODUCT UU 1 AS 
P = ( X ' X ) " 1 X ' Y . ( 2 . 5 ) 
ALTHOUGH THIS SOLUTION I S GUARANTEED TO MEET THE R E ­
QUIREMENTS THAT THE ROW SUM CONSTRAINTS, £ P . . = 1 FOR ALL 
J 1 3 
I , ARE S A T I S F I E D , NON-NEGATIVITY OF THE ESTIMATES I S NOT 
GUARANTEED. T H I S ESTIMATOR, THEN I S REFERRED TO AS THE 
UNWEIGHTED, UNRESTRICTED LEAST SQUARES ESTIMATOR. 
THE APPROACH FOLLOWED I N THE DEVELOPMENT OF THIS 
ESTIMATOR I S IMPORTANT NOT J U S T BECAUSE I T SETS THAT STAGE 
FOR MOST OF THE LATER WORK, BUT ALSO BECAUSE I T CONTRASTS 
WITH THE APPROACH TO BE TAKEN LATER I N T H I S RESEARCH. 
I T I S S I G N I F I C A N T I N THIS REGARD THAT MILLER NOTES "WE DO 
(N) 
NOT HAVE A LEAST-SQUARES F I T OF THE FUNCTION, P (R) TO 
THE OBSERVED DATA; WE HAVE A LEAST SQUARES F I T FOR THE 
TRANSFORMATION, T . " 
I T I S IMPORTANT, A L S O , TO NOTE THE UNDERLYING ASSUMP­
TIONS IMPLIED I N M I L L E R ' S MODEL. FOREMOST AMONG THESE I S 
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t h a t t h e d a t a c a n b e r e p r e s e n t e d b y a f i r s t - o r d e r s t a t i o n a r y 
M a r k o v p r o c e s s . " F i r s t o r d e r " , d e f i n e s t h e l e n g t h o f t h e 
m e m o r y a s s o c i a t e d w i t h t h e p r o c e s s ; t h e o u t c o m e a t t i m e t + 1 
d e p e n d s o n l y o n t h e o u t c o m e a t t i m e t a n d o n t h e t r a n s i t i o n 
m a t r i x , n o t o n t h e o u t c o m e s a t e a r l i e r t i m e s . " S t a t i o n a r y " 
m e a n s t h a t t h e m a t r i x o f t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s d o e s n o t 
c h a n g e t h r o u g h t i m e . A l t h o u g h t h i s i s a common a s s u m p t i o n , 
i t s v a l i d i t y i s i n q u e s t i o n f o r m a n y a p p l i c a t i o n s . 
A n o t h e r i m p o r t a n t a s s u m p t i o n n o t d i s c u s s e d b y M i l l e r , 
b u t i m p l i e d b y h i s w o r k , i s t h a t t h e s a m p l e i s h o m o g e n e o u s . 
I n t h e c o n t e x t o f M i l l e r ' s t e s t t h i s m e a n s t h a t e a c h r a t 
i n t h e s a m p l e w a s o p e r a t i n g u n d e r t h e same s e t o f b e h a v i o r a l 
r u l e s ; t h a t e a c h r a t o b e y e d a M a r k o v b e h a v i o r a l m o d e l w i t h 
t h e same s e t o f p a r a m e t e r s i n t h e t r a n s i t i o n m a t r i x . H e r e , 
t w o t y p e s o f n o n - h o m o g e n e i t y a r e p o s s i b l e . F i r s t , i t i s 
p o s s i b l e t h a t n o t a l l o f t h e r a t s o p e r a t e u n d e r M a r k o v 
b e h a v i o r r u l e s . S e c o n d , i t i s p o s s i b l e t h a t t h e t r a n s i t i o n 
p r o b a b i l i t y m a t r i x d i f f e r s among r a t e s . J o n e s [ 1 3 ] a n d 
H a r a r y [ 9 ] a t t e m p t e d t o d e a l w i t h some c a s e s o f n o n - h o m o ­
g e n e o u s s a m p l e s . 
M i l l e r ' s w o r k , t h e n , i s i m p o r t a n t b e c a u s e i t i n t r o d u c e d 
m o d e l i n g b y M a r k o v p r o c e s s e s i n t o new a r e a s a n d b e c a u s e t h e 
m e t h o d o f e s t i m a t i o n a n d t h e u n d e r l y i n g a s s u m p t i o n s a p p e a r 
i n m o s t o f t h e l a t e r w o r k i n t h e a r e a . 
A t h e o r e t i c a l f a u l t i n M i l l e r ' s m a t h e m a t i c s h a s b e e n 
p o i n t e d o u t b y K a o [ 1 4 ] . Goodman [ 8 ] p r o v i d e s a c o r r e c t e d 
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v e r s i o n o f M i l l e r ' s p r o o f a n d g o e s o n t o a d d r e s s t h e q u e s t i o n 
o f i n a d m i s s i b l e e s t i m a t e s o f t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s c a u s e d 
b y t h e f a c t t h a t e s t i m a t e s g i v e n b y t h e g e n e r a l l e a s t - s q u a r e s 
t e c h n i q u e a r e n o t g u a r a n t e e d t o b e g r e a t e r t h a n o r e q u a l t o 
z e r o . G o o d m a n s t a t e s t h a t i f a n i n a d m i s s i b l e e s t i m a t e i s 
e n c o u n t e r e d , t h e a d m i s s i b l e e s t i m a t e w i l l l i e o n t h e b o u n d a r y 
o f t h e a d m i s s i b l e s u b s p a c e . T h i s m e a n s t h a t w h e n e v e r a 
n e g a t i v e e s t i m a t e i s e n c o u n t e r e d i t s v a l u e s h o u l d b e t a k e n 
a s z e r o . G o o d m a n d i d n o t p r o v i d e , h o w e v e r , a m e t h o d f o r 
a d j u s t i n g t h e v a l u e s o f t h e o t h e r p a r a m e t e r s t o m a i n t a i n t h e 
r o w s u m s o f u n i t y . 
T h e n e x t s i g n i f i c a n t m e t h o d o l o g i c a l a d v a n c e o c c u r r e d 
w h e n M a d a n s k y [20] o b s e r v e d t h a t t h e l e a s t s q u a r e s e s t i ­
m a t e s d e v e l o p e d b y M i l l e r d o n o t p o s s e s s t h e o p t i m a l p r o ­
p e r t i e s n o r m a l l y a s s o c i a t e d w i t h l e a s t - s q u a r e s e s t i m a t e s . 
T h e e s t i m a t e s d o n o t h a v e m i n i m u m v a r i a n c e , b e c a u s e t h e 
e r r o r s a t e a c h t i m e a r e n o t u n c o r r e l a t e d . M a d a n s k y , h o w e v e r , 
o f f e r e d a r e l a t i v e l y s i m p l e s o l u t i o n t o t h i s p r o b l e m b y 
m i n i m i z i n g a n o b j e c t i v e f u n c t i o n w e i g h t e d b y t h e c o v a r i a n c e 
m a t r i x . H e d e v e l o p e d a n i t e r a t i v e p r o c e d u r e i n w h i c h t h e 
u n w e i g h t e d e s t i m a t e s a r e d e t e r m i n e d f i r s t , a n d t h e n u s e d 
t o d e t e r m i n e t h e w e i g h t i n g s f o r t h e n e x t d e t e r m i n a t i o n o f 
t h e t r a n s i t i o n m a t r i x . H e s t a t e d t h a t t h i s p r o c e d u r e p r o d u c e s 
e s t i m a t e s o f t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s t h a t a r e a s y m p ­
t o t i c a l l y m o r e e f f i c i e n t t h a n t h o s e g i v e n b y t h e u n w e i g h t e d 
m e t h o d s . T h e s e w e i g h t e d l e a s t s q u a r e s e s t i m a t e s c o n t i n u e 
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t o s u f f e r from t h e p r o b l e m t h a t some o f t h e e s t i m a t e s may 
b e i n a d m i s s i b l e . A d d i t i o n a l l y , t h e w e i g h t e d e s t i m a t e s a r e 
no l o n g e r g u a r a n t e e d t o m e e t t h e row sum c o n s t r a i n t s . 
F u r t h e r d i f f i c u l t i e s a r o s e i n an e x a m p l e c o m p u t a t i o n 
o f t h e w e i g h t e d e s t i m a t e s . I n t h e c a l c u l a t i o n o f t h e i m ­
p r o v e d e s t i m a t e a s s o c i a t e d w i t h M i l l e r ' s r a t p r o b l e m , 
Madansky e n c o u n t e r e d n e g a t i v e c o v a r i a n c e s . S i n c e n e g a t i v e 
o r z e r o c o v a r i a n c e s a r e n o t a l l o w e d , h e a r b i t r a r i l y r e p l a c e d 
t h e s e i n a d m i s s i b l e e s t i m a t e s o f t h e c o v a r i a n c e w i t h 0 . 0 0 1 
and p r o c e e d e d w i t h t h e d e t e r m i n a t i o n o f t h e e s t i m a t e s . Upon 
c o m p l e t i o n , Madansky o b s e r v e d t h a t t h e work r e q u i r e d t o 
p r o d u c e t h e i m p r o v e d m a t r i x was a s g r e a t a s t h e work r e q u i r e d 
t o p r o d u c e t h e o r i g i n a l u n w e i g h t e d e s t i m a t e s a l t h o u g h 
s i g n i f i c a n t i m p r o v e m e n t i s n o t g u a r a n t e e d . U n f o r t u n a t e l y , 
no method i s known t h a t w i l l g i v e an a p r i o r i d e t e r m i n a t i o n 
o f t h e d e c r e a s e i n t h e v a r i a n c e t o b e g a i n e d t h r o u g h t h e 
c a l c u l a t i o n o f t h e w e i g h t e d e s t i m a t e s . 
At t h e same t i m e t h a t Kao, Goodman, and Madansky 
w e r e r e f i n i n g M i l l e r ' s l e a s t s q u a r e s e s t i m a t e s , o t h e r s w e r e 
making a d v a n c e s i n t h e a p p l i c a t i o n o f Markov p r o c e s s t o 
a c t u a l s i t u a t i o n s . M a r s h a l l and Goldhammer [ 22 ] p o s t u l a t e d 
t h r e e Markov m o d e l s f o r t h e e p i d e m i o l o g y o f m e n t a l d i s e a s e 
and a t t e m p t e d t o t e s t o n e o f t h e s e m o d e l s w i t h d a t a o b t a i n e d 
a b o u t m e n t a l p a t i e n t a d m i s s i o n s t o h o s p i t a l s i n Ohio and 
I l l i n o i s . The m o d e l s t h e y s u g g e s t e d w e r e a l l f i v e - s t a t e , 
f i r s t - o r d e r s t a t i o n a r y Markov m o d e l s . Each o f t h e s t a t e s 
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i n t h e v a r i o u s m o d e l s r e p r e s e n t e d some s t a g e i n t h e l i f e 
o f a p e r s o n s u f f e r i n g f r o m m e n t a l i l l n e s s . T h e s t a t e s 
b e g a n w i t h c o m p l e t e f r e e d o m f r o m i l l n e s s a n d e n d e d i n a n 
a b s o r b i n g s t a t e , d e a t h . 
K n o w l e d g e o f t h e s t r u c t u r e o f t h e i r a p p l i e d p r o b l e m 
a l l o w e d M a r s h a l l a n d G o l d h a m m e r t o a s s i g n v a l u e s o f z e r o o r 
o n e t o m a n y o f t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s . T h e e x p l o i t a ­
t i o n o f t h e s p e c i a l s t r u c t u r e i n t h i s m a n n e r a l l o w e d t h e m 
t o r e d u c e t h e n u m b e r o f p a r a m e t e r s r e q u i r i n g e s t i m a t i o n f r o m 
2 5 t o o n l y 4 . 
R i c h a r d M a f f a i [ 2 1 ] i n t r o d u c e d t h e m e t h o d s o f M a r k o v 
p r o c e s s e s i n t o t h e a r e a o f c o n s u m e r b e h a v i o r m o d e l i n g . He 
d e v e l o p e d a t w o - s t a t e m o d e l f o r c o n s u m e r b r a n d c h o i c e 
b e h a v i o r . C h o i c e s w e r e l i m i t e d t o " o u r b r a n d " a n d " a l l 
o t h e r s " . T h i s m o d e l w a s u s e d t o a n a l y z e t h e e f f e c t s t h a t 
o c c u r i n t h e s t e a d y s t a t e m a r k e t w h e n i t i s p e r t u r b e d b y 
a d v e r t i s i n g o r p r o m o t i o n a l a c t i v i t i e s . 
P r e s t o n a n d B e l l [ 2 8 ] f o l l o w e d t h e s u g g e s t i o n o f 
A d e l m a n [ 1 ] a p p l i e d a M a r k o v c h a i n m o d e l t o t h e s i z e d i s ­
t r i b u t i o n o f f i r m s i n t h e f o o d - p a c k i n g i n d u s t r y . T h e y 
c o l l e c t e d d a t a o n t h e 2 5 l a r g e s t f i r m s i n 1 9 5 8 a n d u s e d 
r e c o r d s o f t h e F e d e r a l T r a d e C o m m i s s i o n t o d i s c o v e r p a s t 
h i s t o r i e s o f t h e s e f i r m s . A l t h o u g h t h i s a l l o w e d P r e s t o n a n d 
B e l l t o w o r k w i t h a c o n s t a n t g r o u p o f f i r m s , t h e u s e o f d a t a 
g a t h e r e d i n t h i s m a n n e r i m p a r t e d a b i a s i n t h a t t h e y i n c l u d e d 
f i r m s w h i c h g r e w f r o m s m a l l t o l a r g e , b u t d i d n o t i n c l u d e 
t h o s e f i r m s t h a t d e c l i n e d f r o m l a r g e t o s m a l l . T h e i r m e t h o d 
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f o r g a t h e r i n g d a t a a l s o made i t p o s s i b l e f o r them t o o b t a i n 
m i c r o d a t a from t h e t i m e h i s t o r i e s o f t h e i n d i v i d u a l f i r m s . 
P r e s t o n and B e l l e m p l o y e d t h i s d a t a i n o b t a i n i n g t h e s t a n d a r d 
t r a n s i t i o n - f r e q u e n c y e s t i m a t e s o f t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i ­
t i e s . 
Harary and L i p s t e i n [9 ] e x t e n d e d t h e a p p l i c a t i o n s o f 
Markov p r o c e s s e s i n t h e a r e a o f m a r k e t d y n a m i c s w i t h t h e i r 
a n a l y s i s o f n o n - h o m o g e n e o u s p o p u l a t i o n s . They d i v i d e d t h e 
p o p u l a t i o n i n t o two g r o u p s b a s e d on p r o p e n s i t y t o s w i t c h 
b r a n d s , d e r i v i n g d i f f e r e n t t r a n s i t i o n m a t r i c e s f o r t h e two 
g r o u p s . They p o i n t o u t t h a t a d v e r t i s i n g and p r o m o t i o n a l 
a c t i v i t i e s h a v e a much h i g h e r i m p a c t on o n e g r o u p t h a n on 
t h e o t h e r . 
I n a work t h a t b u i l d s on some o f t h e t e c h n i q u e s 
d e v e l o p e d e a r l i e r , S t y a n and S m i t h [33 ] d e v e l o p e d a f o u r -
s t a t e m o d e l and a p p l i e d i t t o b r a n d c h o i c e b e h a v i o r o f 
c o n s u m e r s o f s o a p p o w d e r s and d e t e r g e n t s . T h e i r s t r a i g h t ­
f o r w a r d a p p l i c a t i o n i n v o l v e d t h e c o l l e c t i o n o f t h e m i c r o 
d a t a and t h e d e v e l o p m e n t o f t h e s t a n d a r d t r a n s i t i o n f r e q u e n c y 
e s t i m a t e s o f t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s from t h i s d a t a . 
They a l s o a p p l i e d t e s t s f o r t h e o r d e r o f t h e Markov c h a i n 
and f o r t h e s t a t i o n a r i t y o f t h e t r a n s i t i o n m a t r i x . T h e i r 
s h o r t p a p e r p r o v i d e s a c l e a r e x a m p l e o f an a p p l i c a t i o n f o r 
w h i c h m i c r o d a t a w e r e a v a i l a b l e . 
A n o t h e r e x a m p l e o f an a p p l i c a t i o n o f Markov p r o c e s s e s 
t o t h e p r o b l e m o f m a r k e t d y n a m i c s i s p r o v i d e d by F a r r i s and 
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P a d b e r t [ 6 ] . I n c o n s u l t a t i o n w i t h p e r s o n n e l o f t h e A g r i c u l ­
t u r a l M a r k e t i n g S e r v i c e t h e y e s t a b l i s h e d e i g h t s i z e c a t e ­
g o r i e s f o r F l o r i d a c i t r u s p a c k e r s . P a c k e r s w e r e c l a s s i f i e d 
i n t o c a t e g o r i e s b y t h e a m o u n t o f p r o d u c e s h i p p e d i n t h e 
i n t e r s t a t e f r u i t m a r k e t . L i k e P r e s t o n , F a r r i s a n d P a d b e r g 
d e c i d e d f i r s t o n t h e g r o u p o f f i r m s t o b e c o n s i d e r e d a n d 
t h e n c h e c k e d p a s t r e c o r d s o f t h o s e f i r m s t o o b t a i n m i c r o 
d a t a . S u b s e t s o f t h e s e d a t a w e r e u s e d t o d e t e r m i n e s e v e r a l 
e s t i m a t e s o f t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s f o r s h o r t e r t i m e 
p e r i o d s w i t h i n t h e o v e r a l l 1 9 4 8 t o 1 9 6 0 p e r i o d . T h e y e n ­
c o u n t e r e d s i g n i f i c a n t d i f f e r e n c e s ( a s d e t e r m i n e d b y a C h i 
s q u a r e t e s t ) i n t h e p r o j e c t e d c o n s e q u e n c e s o f t h e s e e s t i m a t e s ; 
t h e y d e c i d e d t h a t t h e M a r k o v p r o c e s s w a s n o t s t a t i o n a r y . 
E x t e r n a l f a c t o r s s u c h a s t h e e n d o f W o r l d W a r I I a n d t h e 
r a p i d g r o w t h o f t h e f r o z e n f o o d i n d u s t r y i n t h e e a r l y 19 5 0 s 
w e r e s u g g e s t e d a s p o s s i b l e c a u s e s f o r t h i s n o n - s t a t i o n a r i t y . 
K r e n z [ 1 6 ] p r e s e n t e d a s i m i l a r a p p l i c a t i o n d e a l i n g 
w i t h t h e c l a s s i f i c a t i o n o f f a r m s i n N o r t h D a k o t a . He 
a t t e m p t e d t o m o d e l t h e s i z e d i s t r i b u t i o n o f f a r m s w i t h a s i x -
s t a t e M a r k o v c h a i n . U n l i k e e a r l i e r p r a c t i o n e r s i n t h i s a r e a , 
K r e n z d i d n o t h a v e d i r e c t a c c e s s t o t h e m i c r o d a t a . T h e 
q u i n q u e n n i a l U . S . C e n s u s o f A g r i c u l t u r e r e c o r d s o n l y t h e 
n u m b e r s o f f a r m s i n e a c h s i z e c a t e g o r y a n d d o e s n o t p r o v i d e 
i n f o r m a t i o n o n t h e n u m b e r s o f f a r m s m o v i n g f r o m o n e s i z e 
g r o u p t o a n o t h e r . T h u s , K r e n z c o u l d n o t d i r e c t l y u s e t h e 
t r a n s i t i o n - f r e q u e n c y e s t i m a t o r . A l t h o u g h t h e r e w e r e m e t h o d s 
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a v a i l a b l e t o h a n d l e t h e a g g r e g a t e d a t a ( s u c h a s M i l l e r ' s 
l e a s t s q u a r e s t e c h n i q u e ) , K r e n z a p p r o a c h e d t h e p r o b l e m b y 
a s s u m i n g a w a y some o f t h e p o s s i b l e t r a n s i t i o n s . W i t h t h i s 
m e t h o d h e e v e n t u a l l y a r r i v e d a t a s e t o f " a l l o w a b l e " t r a n s i ­
t i o n s w h i c h h e u s e s t o e s t i m a t e t h e n u m b e r s o f f a r m s a c t u a l l y 
m a k i n g a t r a n s i t i o n f o r e a c h o f f i v e t i m e p e r i o d s . He t h e n 
a p p l i e d t h e s t a n d a r d t r a n s i t i o n f r e q u e n c y e s t i m a t o r t o t h i s 
m a n u f a c t u r e d m i c r o d a t a . 
T h e n e x t m a j o r a d v a n c e i n t h e t e c h n i q u e s f o r e s t i m a t i n g 
t h e M a r k o v t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s f r o m a g g r e g a t e d a t a w a s 
p r o d u c e d b y L e s t e r T e l s e r . [ 3 4 ] He b u i l t o n t h e w o r k o f 
M i l l e r , K a o , Goodman a n d M a d a n s k y b y p r o v i d i n g a m e t h o d f o r 
a d j u s t i n g t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s w h e n t h e e s t i m a t e s 
o b t a i n e d f r o m t h e l e a s t s q u a r e s t e c h n i q u e a r e i n a d m i s s i b l e . 
T e l s e r h a n d l e d t h e p o s s i b l e v i o l a t i o n o f t h e n o n - n e g a t i v i t y 
c o n s t r a i n t s w i t h a c y c l i c p r o c e d u r e t h a t s e t s e a c h c o m b i n a ­
t i o n o f t h e i n a d m i s s i b l e p r o b a b i l i t i e s e q u a l t o z e r o i n 
t u r n , w i t h a n a r b i t r a r y a d j u s t m e n t o f t h e o t h e r e l e m e n t s o f 
t h e m a t r i x . T h e c o m b i n a t i o n t h a t h a s t h e l e a s t sum o f 
r e s i d u a l s q u a r e s i s c h o s e n t o b e t h e b e s t e s t i m a t e . 
T e l s e r a l s o a t t a c k e d t h e p r o b l e m t h a t a r i s e s w h e n 
M a d a n s k y ' s w e i g h t e d l e a s t s q u a r e s e s t i m a t e i s e m p l o y e d . T h i s 
i s t h a t t h e r e s u l t i n g e s t i m a t e s m a y n o t m e e t e i t h e r t h e r o w 
sum c o n s t r a i n t s o r t h e n o n - n e g a t i v i t y c o n s t r a i n t s . He 
s u g g e s t e d t h a t a L a g r a n g i a n m u l t i p l i e r a p p r o a c h c o u l d b e 
a p p l i e d t o g u a r a n t e e t h a t t h e e q u a l i t y c o n s t r a i n t s a r e 
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s a t i s f i e d . T e l s e r s u g g e s t e d t h a t i f a n y o f t h e n o n - n e g a ­
t i v i t y c o n s t r a i n t s a r e v i o l a t e d , a q u a d r a t i c p r o g r a m m i n g 
(QP) a p p r o a c h c o u l d p r o v i d e t h e b e s t s o l u t i o n m e t h o d . 
T h e i l a n d R e y [ 3 6 ] a p p l i e d t h e q u a d r a t i c p r o g r a m m i n g 
a p p r o a c h s u g g e s t e d b y T e l s e r t o s o l u t i o n o f T e l s e r ' s 
c i g a r e t t e b r a n d s w i t c h i n g p r o b l e m . T h e y f i r s t d e t e r m i n e d 
t h e u n r e s t r i c t e d s o l u t i o n s t o t h e w e i g h t e d a n d u n w e i g h t e d 
l e a s t s q u a r e s p r o b l e m s a n d t h e n a p p l i e d t h e QP m e t h o d o f 
T h e i l a n d v a n d e P a n n e [ 3 5 ] t o a r r i v e a t s o l u t i o n s t o 
p r o b l e m s u n d e r e x p l i c i t s p e c i f i c a t i o n o f t h e r o w sum a n d 
n o n - n e g a t i v i t y c o n s t r a i n t s . 
L e e , J u d g e a n d T a k a y a m a [ 1 7 ] a p p l i e d t h e s t a n d a r d QP 
a l g o r i t h m o f W o l f [ 3 8 ] t o a r r i v e a t a n i d e n t i c a l s o l u t i o n t o 
t h e u n w e i g h t e d p r o b l e m w i t h o u t i n t e r m e d i a t e c a l c u l a t i o n o f 
t h e u n r e s t r i c t e d e s t i m a t e s . T h e y p o i n t e d o u t t h a t t h e 
e s t i m a t e s a r r i v e d a t i n t h i s m a n n e r h a v e l o w e r r e s i d u a l sum 
o f s q u a r e s t h a n t h o s e a r r i v e d a t t h r o u g h t h e u s e o f T e l s e r ' s 
a d j u s t m e n t p r o c e d u r e . S o , i t a p p e a r s t h a t t h e u s e o f T e l s e r ' s 
p r o c e d u r e i s n o t g u a r a n t e e d t o s a t i s f y G o o d m a n ' s r e q u i r e m e n t 
t h a t t h e e s t i m a t e s b y c h o s e n o n t h e b o u n d a r y o f t h e s u b s p a c e 
i n s u c h a w a y a s t o m i n i m i z e t h e r e s i d u a l sums o f s q u a r e s . 
I n a n e x p e r i m e n t a l e x a m p l e , t h e s e a u t h o r s n o t e d t h a t t h e 
r e s t r i c t e d l e a s t s q u a r e s e s t i m a t e s b a s e d o n t h e a g g r e g a t e 
d a t a i n some c a s e s c o u l d p r o v i d e e s t i m a t e s t h a t a r e s u p e r i o r 
t o t h o s e o b t a i n e d t h r o u g h u s e o f t h e t r a n s i t i o n f r e q u e n c y 
e s t i m a t e s f o r m i c r o d a t a . T h e y a l s o d e v e l o p e d a m i n i m u m -
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a b s o l u t e - d e v i a t i o n s e s t i m a t o r f o r t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i ­
t i e s . N o s a m p l i n g c h a r a c t e r i s t i c s w e r e p r e s e n t e d . 
L e e , J u d g e a n d Z e l l n e r [ 1 9 ] a n d [1 8 ] d e v e l o p e d m a x i m u m 
l i k e l i h o o d a n d B a y e s i a n e s t i m a t o r s t o b e u s e d w i t h m a c r o d a t a . 
I f t h e c o v a r i a n c e m a t r i x i s k n o w n , t h e c a l c u l a t i o n o f t h e 
u n r e s t r i c t e d m a x i m u m l i k e l i h o o d ( M L ) e s t i m a t e s a r e s t r a i g h t ­
f o r w a r d . T h e y n o t e d , h o w e v e r , t h a t t h i s i s u s u a l l y n o t t h e 
c a s e , a s t h e c o v a r i a n c e m a t r i x d e p e n d s i t s e l f o n t h e u n k n o w n 
t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s . A c c o r d i n g l y , t h e y i m p l e m e n t e d a 
c y c l i c p r o c e d u r e i n w h i c h t h e c o v a r i a n c e m a t r i x i s e s t i m a t e d 
a n d t h e n u s e d i n t h e e s t i m a t e s o f t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i ­
t i e s . 
T h e e x p l i c i t i n c l u s i o n o f t h e n o n - n e g a t i v i t y a n d r o w s u m 
c o n s t r a i n t s c o m p l i c a t e s t h i s p r o c e d u r e b y r e q u i r i n g s o l u t i o n 
o f a Q P p r o b l e m e a c h t i m e t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s a r e 
e s t i m a t e d . T h u s , a r e c u r s i v e Q P p r o b l e m m u s t b e s o l v e d . 
T h i s p r o c e d u r e i s c o n t i n u e d u n t i l t h e e s t i m a t e s o f t h e 
t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s c o n v e r g e . 
T h e a d d i t i o n a l i n c l u s i o n o f p r i o r i n f o r m a t i o n a l l o w e d 
L e e , J u d g e a n d Z e l l n e r t o d e v e l o p B a y e s i a n e s t i m a t e s o f t h e 
t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s . T h e y f o l l o w e d a s c h e m e s i m i l a r t o 
t h a t w i t h w h i c h t h e y p r o d u c e d t h e ML e s t i m a t o r . A g a i n , 
e s t i m a t i o n o f t h e r e s t r i c t e d t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s c a l l e d 
f o r s o l u t i o n o f a r e c u r s i v e Q P p r o b l e m . 
F i n a l l y , L e e , J u d g e , a n d Z e l l n e r m a d e t e s t s o n t h e 
p e r f o r m a n c e o f m a n y o f t h e a v a i l a b l e e s t i m a t o r s . S i m u l a t i o n 
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d a t a w a s g e n e r a t e d u s i n g a n a c t u a l M a r k o v c h a i n a n d s a m p l e s 
w e r e t a k e n o f t h i s s i m u l a t e d d a t a . As a m e a n s f o r c o m p a r i ­
s o n o f t h e e s t i m a t o r s t h e y c h o s e t h e r o o t - m e a n - s q u a r e d - e r r o r . 
T h e y r a n k t h e e s t i m a t o r s a c c o r d i n g t o t h e i r p e r f o r m a n c e i n 
t h e t e s t a s f o l l o w s : B a y e s i a n ( f i r s t ) ; r e s t r i c t e d M L , 
r e s t r i c t e d - w e i g h t e d l e a s t s q u a r e s , a n d r e s t r i c t e d - u n w e i g h t e d 
l e a s t s q u a r e s ( s e c o n d ) ; a n d u n r e s t r i c t e d ML a n d u n r e s t r i c t e d 
l e a s t s q u a r e s ( t h i r d ) . T h e B a y e s i a n e s t i m a t o r s p e r f o r m e d 
b e t t e r t h a n t h e o t h e r s b o t h w h e n l e p t o k u r t i c ( p e a k e d ) p r i o r 
s p e c i f i c a t i o n s w i t h t r u e m e a n s a n d s m a l l v a r i a n c e s w e r e g i v e n , 
a n d w h e n p l a t y k u r t i c ( n o n - p e a k e d ) p r i o r s p e c i f i c a t i o n s w i t h 
e q u a l m e a n s a n d l a r g e v a r i a n c e s w e r e g i v e n . I n t h e p o s t e r i o r 
m a t r i x o n l y t h o s e e s t i m a t o r s , w h e n t h e t r u e v a l u e w a s a c t u a l l y 
z e r o , s h o w e d a s e r i o u s d e p a r t u r e f r o m n o r m a l i t y . 
A l i E z z a t i [ 5 ] m a d e d i r e c t a p p l i c a t i o n o f t h e t e c h n i q u e s 
p r e s e n t e d a b o v e i n h i s a n a l y s i s o f m a r k e t s h a r e s o f home 
h e a t i n g s y s t e m s . 
I n r e c e n t p a p e r s , S a f f e r [ 3 1 ] a n d S a f f e r a n d o t h e r s 
[ 3 0 ] i n v e s t i g a t e d a n a l t e r n a t i v e a p p r o a c h t o e s t i m a t i o n o f 
t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s . R a t h e r t h a n a t t e m p t i n g t o 
f i n d t h e " b e s t e s t i m a t e " o f t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s t h e y 
h a v e a t t e m p t e d t o f i n d t h e e s t i m a t e o f t h e t r a n s i t i o n p r o b ­
a b i l i t i e s t h a t p r o d u c e s t h e b e s t f i t t o t h e o b s e r v e d d a t a . 
T h a t i s , t h e y h a v e a t t e m p t e d t o f i n d t h e b e s t " l e a s t s q u a r e s • 
( n ) 
f i t o f t h e f u n c t i o n p v ; ( R ) t o t h e o b s e r v e d d a t a " t h a t 
M i l l e r o b s e r v e d h e w a s n o t g e t t i n g . T h e i r o b j e c t i v e w a s 
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t o p r o v i d e a M a r k o v c h a i n m o d e l f o r t h e m o v e m e n t o f R o s e 
B e n g a l t h r o u g h t h e b o d y . T h e y d e v e l o p e d a f o u r - s t a t e m o d e l 
i n w h i c h e a c h s t a t e r e p r e s e n t s a d i f f e r e n t b i o l o g i c a l 
s y s t e m . K n o w l e d g e o f t h e s p e c i a l s t r u c t u r e o f t h e i r 
p r o b l e m a l l o w e d t h e m t o a s s i g n v a l u e s t o some o f t h e t r a n s i ­
t i o n p r o b a b i l i t i e s t h e r e b y r e d u c i n g t h e n u m b e r o f p a r a m e t e r s 
r e q u i r i n g e s t i m a t i o n f r o m 16 t o 4 . T h e y a p p l y a n o n l i n e a r 
p r o g r a m m i n g a l g o r i t h m t o a r r i v e a t e s t i m a t e s o f t h e ^ . 
S i n c e t h e a p p r o a c h t a k e n i n t h e s e p a p e r s i s v e r y 
s i m i l a r t o t h e a p p r o a c h t a k e n i n t h i s r e s e a r c h , m o r e d e t a i l s 
o f t h e d e v e l o p m e n t a n d f o r m u l a t i o n o f t h e p r o b l e m may b e 
f o u n d i n t h e n e x t c h a p t e r . 
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C H A P T E R I I I 
D E S C R I P T I O N O F T H E R E S E A R C H 
I n t h e p r e v i o u s c h a p t e r s e v e r a l m e t h o d s f o r e s t i m a t i n g 
M a r k o v t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s w e r e r e v i e w e d . I n g e n e r a l , 
t h e s e m e t h o d s s o u g h t " b e s t " e s t i m a t e s i n t h e s e n s e o f e f f i ­
c i e n t , u n b i a s e d e s t i m a t e s o f t h e t r u e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i ­
t i e s u n d e r v a r i o u s d a t a c o n d i t i o n s . W h e n m i c r o d a t a w e r e 
a v a i l a b l e , t h e t r a n s i t i o n f r e q u e n c i e s g a v e m a x i m u m l i k e l i h o o d 
e s t i m a t e s . W h e n o n l y m a c r o d a t a w e r e a v a i l a b l e s e v e r a l 
t e c h n i q u e s w e r e u s e d : L e a s t s q u a r e s e s t i m a t e s w e r e i m p r o v e d 
b y a d d i n g w e i g h t i n g f a c t o r s t o i m p r o v e a s y m p t o t i c e f f i c i e n c y , 
s e v e r a l m e t h o d s i n c l u d i n g d i r e c t a p p l i c a t i o n o f q u a d r a t i c 
p r o g r a m m i n g w e r e u s e d t o m a i n t a i n f e a s i b l e e s t i m a t e s , a n d 
m a x i m u m l i k e l i h o o d a n d B a y e s i a n e s t i m a t i o n p r o c e d u r e s w e r e 
d e v e l o p e d . 
T h e B a s i s f o r a N e w E s t i m a t e 
T h e a b o v e m e n t i o n e d m e t h o d s , a s M i l l e r n o t e d , d o n o t 
n e c e s s a r i l y g i v e b e s t f i t t o t h e o b s e r v e d d a t a . I n a d d i t i o n , 
t h e y r e q u i r e c o m p l e t e d a t a ; i f d a t a a r e l a c k i n g f o r s o m e t i m e 
p e r i o d s o r f o r s o m e s t a t e s , t h e y c a n n o t b e a p p l i e d . T h e s e 
e s t i m a t e s a r e a l s o l i m i t e d t o l e a s t - s q u a r e s a n d r e l a t e d 
e r r o r m e t r i c s . 
2 0 
T h e p u r p o s e o f t h i s r e s e a r c h i s t o p r o v i d e a m e t h o d 
f o r o b t a i n i n g a n e s t i m a t e o f t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s t h a t 
g i v e s a g o o d f i t t o t h e o b s e r v e d d a t a . T h e s e e s t i m a t e s s h o u l d 
b e u s a b l e w h e n o n l y i n c o m p l e t e m a c r o d a t a e x i s t a n d s h o u l d 
n o t b e l i m i t e d t o t h e e u c l i d e a n o r s q u a r e d m e t r i c s . F i n a l l y 
a n i m p o r t a n t o b j e c t i v e i s t o a p p l y t h e m e t h o d t o a w i d e 
s e l e c t i o n o f p r o b l e m s i n o r d e r t o e n s u r e i t s r o b u s t n e s s a n d 
g e n e r a l i t y o f a p p l i c a t i o n . 
R e c a l l t h a t M i l l e r e s t i m a t e d t h e s t a t e s p a c e v e c t o r a t 
t i m e t f r o m t h e o b s e r v e d d a t a a t t i m e t - 1 . T h a t i s 
f o r a l l t i m e s , t = l t o T . 
I n t h i s r e s e a r c h a d i f f e r e n t m e t h o d o f d e t e r m i n i n g t h e 
tt ( t ) i s s u g g e s t e d . T h a t i s , t h a t t h e V e c t o r a t t i m e t b e 
d e t e r m i n e d n o t f r o m t h e o b s e r v a t i o n a t t i m e t - 1 , b u t f r o m 
t h e e s t i m a t e d p r o p o r t i o n s a t t i m e t - 1 . T h i s g i v e s 
T h i s e x p r e s s i o n h o l d s f o r a l l t , e x c e p t t h a t a t t i m e t = l , 
t h e i n i t i a l e s t i m a t e o f t h e s t a t e p r o p o r t i o n s i s b a s e d o n 
t h e o b s e r v e d d a t a a t t i m e z e r o , so t h a t 
7 T ( t ) = 7 r ( t - l ) P ( 3 . 1 ) 
TT ( t ) = T T ( t - l ) P ( 3 . 2 ) 
7 T ( 1 ) = t t ( 0 ) P ( 3 . 3 ) 
2 1 
T h e s e l e c t i o n o f t h i s m e t h o d f o r d e t e r m i n i n g t h e s u b s e q u e n t 
s t a t e s p a c e p r o p o r t i o n s g i v e s r i s e t o a n o b v i o u s c l a s s o f 
e r r o r c r i t e r i a : sums o f f u n c t i o n s o f t h e d i f f e r e n c e s ( e r r o r s ) 
b e t w e e n t h e e s t i m a t e d a n d t h e o b s e r v e d d a t a . T h e f o r m u l a t i o n 
o f t h e p r o b l e m e m p l o y i n g s u c h f u n c t i o n s i s s h o w n b e l o w : 
N T 
M i n i m i z e . \ \ f . ( J . ( t ) , TT . ( t ) ) ( 3 . 4 ) 
1 = 1 t = i i t l l 
N 
s u b j e c t t o P i j = l , \ f i ( 3 . 5 ) 
a n d 0 < p. . < 1 Vi Vj ( 3 . 6 ) 
When t h e f a m i l i a r u n w e i g h t e d l e a s t s q u a r e s m e t r i c i s e m ­
p l o y e d , t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n i n ( 3 . 4 ) m a y b e r e w r i t t e n a s 
N T 
M i n i m i z e ^ I ( i . (t) - T r . ( t ) ) 2 . ( 3 . 7 ) 
1 = 1 t = l l l 
T h i s o b j e c t i v e f u n c t i o n w a s a r r i v e d a t i n d e p e n d e n t l y b y 
S a f f e r [ 31] a n d e m p l o y e d i n t h e R o s e - B e n g a l t r a n s p o r t 
p r o b l e m . 
T o w r i t e a n e x p l i c i t s p e c i f i c a t i o n o f t h i s f u n c t i o n 
r e q u i r e s t h a t e a c h o f t h e i T ^ ( t ) b e b r o k e n d o w n i n t e r m s o f 
t h e o r i g i n a l s t a t e p r o p o r t i o n s TT^(O) a n d i n t e r m s o f t h e 
t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s , t h e p^_. . F o r e x a m p l e , T T 1 ( 2 ) 
i s w r i t t e n i n t h i s m a n n e r a s 
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TT (2) = 7 T 1 ( l ) p i l + 7 T 2 ( l ) p 2 1 + 7 T 3 ( l ) p 3 1 . (3.8) 
S i n c e t h i s e x p r e s s i o n i s n o t y e t w r i t t e n i n t e r m s o f t h e 
o r i g i n a l v e c t o r s , t h e t t ^ ( O ) ; e a c h o f t h e tt^(1) m u s t be e x ­
panded f u r t h e r . T h i s i s , 
TT 1 (2) = ( T T 1 ( 0 ) p 1 1 + T T 2 ( 0 ) p 2 1 + T T 3 ( 0 ) p 3 1 ) p 1 1 
+ ( t t 1 ( 0 ) P 1 2 ' + t t 2 ( 0 ) P 2 2 + t t 3 ( 0 ) p 3 2 ) p 2 1 (3.9) 
+ ( 7 T 1 ( 0 ) p 1 3 + 7 T 2 ( 0 ) p 2 3 + ^ 3 ( 0 ) P 3 3 ) P 3 1 
C o l l e c t i n g t e r m s , t h i s r e d u c e s t o 
V 2 ) = V 0 ) ( p 2 n + p i 2 p 2 i + P i s P a i ' 
+ < 0 ) < p 2 1 p l l + p 22 p 21 + P23P31* (3.10) 
+ ir3(0) ( P 3 1 P X 1 + P 3 2 P 2 i + P33P31* 
T h i s t e r m w o u l d t h e n b e d i f f e r e n c e d w i t h t h e o b s e r v e d d a t a 
iT^(2) i n t h e form 
(^(2) - t t 1 ( 2 ) ) 2 (3.11) 
t o make up a s i n g l e t e r m o f t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n g i v e n i n 
(3 .7 ) . The breakdown and r e c o m b i n a t i o n o f t h e s e t e r m s 
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b e c o m e s i n c r e a s i n g l y d i f f i c u l t a s t h e s t a t e s p a c e a n d t h e 
n u m b e r o f t i m e p e r i o d s e x p a n d , g i v i n g a n e x p r e s s i o n w i t h m a n y 
p r o d u c t s a n d sums o f p r o j e c t s o f t h e Pj_ j • I n p r a c t i c a l 
p r o b l e m s t h e e x p a n s i o n o f t h e o b j e c t i v e i n t h i s m a n n e r a n d 
t h e d i f f e r e n t i a t i o n w i t h r e s p e c t t o t h e p ^ j , a s w o u l d b e 
c a l l e d f o r i n c l a s s i c a l m i n i m i z a t i o n , i s p r o h i b i t e d b y t h e 
m a g n i t u d e o f t h e r e s u l t i n g p o l y n o m i a l s . A d d i t i o n a l l y , t a k i n g 
t h e p a r t i a l d e r i v a t i v e s a n d s o l v i n g t h e s e t o f e q u a t i o n s 
t h a t r e s u l t s w h e n t h e s e a r e s e t t o z e r o d o e s n o t d i r e c t l y 
g u a r a n t e e t h e s a t i s f a c t i o n o f t h e c o n s t r a i n t s s p e c i f i e d i n 
( 3 . 5 ) a n d i n ( 3 . 6 ) . 
R e t u r n i n g , t h e n , t o t h e p r o b l e m s t a t e d i n ( 3 . 4 ) we 
h a v e , i n e s s e n c e , a n o b j e c t i v e f u n c t i o n made u p o f sums o f 
p o l y n o m i a l s w h e r e t h e p o l y n o m i a l s a r e o f s e v e r a l v a r i a b l e s 
a n d o f v a r y i n g d e g r e e . No s p e c i f i c s o l u t i o n t e c h n i q u e s a r e 
a v a i l a b l e f o r p r o b l e m s o f t h i s t y p e . N o n l i n e a r p r o g r a m m i n g 
p r o c e d u r e s ( N L P ) , h o w e v e r , w i l l u s u a l l y f i n d a t l e a s t a 
l o c a l o p t i m u m . A d d i t i o n a l l y , m a n y o f t h e s e t e c h n i q u e s h a v e 
t h e a d v a n t a g e t h a t t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n d o e s n o t r e q u i r e 
e x p l i c i t s p e c i f i c a t i o n , b u t o n l y t h e v a l u e o f t h e o b j e c t i v e 
a t p a r t i c u l a r p o i n t s . 
A f t e r t r y i n g s e v e r a l d i f f e r e n t n o n l i n e a r p r o g r a m m i n g 
p r o c e d u r e s ( c y c l i c c o o r d i n a t e s , u n c o n s t r a i n e d g r a d i e n t , a n d 
a M a r k o v p a i r a d j u s t m e n t p r o c e d u r e ) w i t h l i m i t e d s u c c e s s , 
t h e d e c i s i o n w a s f i n a l l y m a d e t o u s e a c o n s t r a i n e d g r a d i e n t 
m e t h o d o f s o l u t i o n . 
24 
S i n c e g r a d i e n t i n f o r m a t i o n i s n o t d i r e c t l y a v a i l a b l e , 
t h i s i n f o r m a t i o n i s o b t a i n e d t h r o u g h t h e u s e o f t h e t w o -
p o i n t d i f f e r e n c e a p p r o x i m a t i o n . Each o f t h e p ^ a r e 
i n d e p e n d e n t l y g i v e n a s m a l l i n c r e m e n t , A , and t h e r e s u l t i n g 
f u n c t i o n a l v a l u e s a r e d i f f e r e n c e d w i t h t h e o r i g i n a l v a l u e 
and d i v i d e d by A t o p r o v i d e t h e a p p r o x i m a t i o n t o t h e 
g r a d i e n t i n t h i s d i r e c t i o n . 
T h i s i n f o r m a t i o n i s u s e d w i t h t h e c u r r e n t v a l u e s of 
t h e t o o b t a i n new v a l u e s o f t h e p ^ i n t h e f o l l o w i n g 
manner: 
£ ( n ) = p ( n + l ) - v ( n ) d 
(n) 
w h e r e P i s t h e n t h e s t i m a t e o f t h e t r a n s i t i o n m a t r i x , 
(n) 
V i s t h e g r a d i e n t a p p r o x i m a t i o n d e r i v e d from t h i s e s ­
t i m a t e , and d i s a s c a l a r v a r i a b l e d e t e r m i n e d by t h e u n i -
d i m e n s i o n a l l i n e s e a r c h . 
E x p l i c i t s a t i s f a c t i o n o f t h e c o n s t r a i n t s i n ( 3 . 6 ) 
i s g u a r a n t e e d by e x p l i c i t l y l i m i t i n g t h e p ^ t o be g r e a t e r 
t h a n o r e q u a l t o z e r o . Whenever a p a r t i c u l a r p^_. t o b e 
t e s t e d was f o u n d t o be l e s s t h a n z e r o , i t was s e t e x a c t l y 
t o z e r o . The r e q u i r e m e n t t h a t £ p . . = 1 , f o r a l l i , was 
i -1 
m a i n t a i n e d b y an a d j u s t m e n t p r o c e d u r e t h a t p r o j e c t s t h e 
g r a d i e n t d i r e c t i o n o n t o t h e a s s o c i a t e d c o n s t r a i n t s . T h i s 
i s d o n e by d i v i d i n g a l l e l e m e n t s i n a p a r t i c u l a r row by t h e 
sum o f t h a t v e c t o r . T h i s n o r m a l i z e s t h e e s t i m a t e o f t h e 
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t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s t o b e t e s t e d . 
T h e t e s t i n g p r o c e d u r e i t s e l f c a l l s f o r c a l c u l a t i o n o f 
e a c h o f t h e e s t i m a t e d s t a t e p r o p o r t i o n s a t t i m e s 1 t h r o u g h 
T . T h i s i s d o n e i n t h e r e c u r s i v e m a n n e r a l r e a d y p r e s e n t e d 
i n e q u a t i o n s ( 3 . 2 ) a n d ( 3 . 3 ) . T h e d i f f e r e n c e s b e t w e e n t h e 
v a l u e s e s t i m a t e d i n t h i s m a n n e r a n d t h e o b s e r v e d v a l u e s w e r e 
c a l c u l a t e d a n d s u m m e d . T h i s sum w a s t h e v a l u e o f t h e v a l u e 
o f t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n a s s o c i a t e d w i t h t h i s e s t i m a t e o f 
t h e t r a n s i t i o n m a t r i x . 
T h e l i n e s e a r c h p r o c e d u r e f o r d e t e r m i n i n g how f a r t h e 
o l d P - m a t r i x s h o u l d b e m o v e d i n t h e g r a d i e n t d i r e c t i o n 
c a l l e d f o r a c c e p t a n c e o f t h i s n e w p o i n t ( d ) , a n d t h e a s s o ­
c i a t e d t r a n s i t i o n m a t r i x , o n l y i f t h e v a l u e o f t h e o b j e c t i v e 
f u n c t i o n w a s s u p e r i o r t o a l l p r e v i o u s v a l u e s . When t h i s i s 
t h e c a s e t h e e s t i m a t e d t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s a r e a c c e p t e d 
a n d t h e b e s t v a l u e o f t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n i s u p d a t e d . T h e 
v a l u e o f t h e v a r i a b l e d i s r e c o r d e d . 
When t h e o b j e c t i v e v a l u e a s s o c i a t e d w i t h t h e t r i a l s e t 
o f t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s i s w o r s e t h a n t h e b e s t o b j e c t i v e 
a l r e a d y a v a i l a b l e t h e t r i a l m a t r i x i s r e j e c t e d . 
I n e i t h e r c a s e t h e l i n e s e a r c h p r o c e d u r e c o n t i n u e s 
b y u p d a t i n g t h e v a l u e o f d a n d g e n e r a t i n g a n o t h e r t r i a l 
m a t r i x b a s e d o n t h e p r e v i o u s b a s e m a t r i x a n d o n t h e o u t c o m e 
o f t h e l a s t t r i a l . T h i s i s c o n t i n u e d u n t i l a p r e d e t e r m i n e d 
a c c u r a c y h a s b e e n o b t a i n e d f o r t h e p a r a m e t e r d . A t t h i s 
t i m e t h e b e s t p o i n t f o u n d b y t h e l i n e s e a r c h i s a c c e p t e d a s 
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t h e new b a s e p o i n t a n d t h e n o n l i n e a r p r o c e d u r e i s s t a r t e d 
a g a i n w i t h r e c a l c u l a t i o n o f a n e w g r a d i e n t d i r e c t i o n . 
C y c l i n g o f t h i s p r o c e d u r e i s p r e v e n t e d b y a c c e p t a n c e o f o n l y 
i m p r o v i n g p o i n t s , t h e r e b y g i v i n g a s t e a d i l y d e c r e a s i n g o b ­
j e c t i v e f u n c t i o n . 
T h e r e c u r s i v e n o n l i n e a r p r o g r a m m i n g p r o c e d u r e 
( F i g u r e 1 ) i s c o n t i n u e d u n t i l t h e g r a d i e n t i s c l o s e e n o u g h 
t o z e r o ( a s d e t e r m i n e d b y a p r e s e t v a l u e ) . 
I t i s p o s s i b l e f o r a p r o c e d u r e s u c h a s t h i s o n e 
t o t e r m i n a t e w i t h o u t a c t u a l l y f i n d i n g t h e o p t i m a l v a l u e s o f 
t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s . T h i s c a n h a p p e n i n s e v e r a l 
w a y s . F i r s t , t h e c o n d i t i o n t h a t a l l e l e m e n t s o f t h e g r a d i e n t 
b e e q u a l t o z e r o d o e s n o t g i v e a t h e o r e t i c a l g u a r a n t e e t h a t 
t h e m i n i m u m h a s b e e n f o u n d . T h e c o n d i t i o n i s a l s o m e t b y 
a m a x i m u m ( a l t h o u g h f o r o u r a p p l i c a t i o n s u c h a c a s e i s u n ­
l i k e l y ) a n d b y a s a d d l e p o i n t . S e c o n d , i t i s p o s s i b l e t h a t 
t h e m e t h o d o f a p p r o x i m a t i n g t h e g r a d i e n t c a n g i v e v a l u e s o f 
z e r o w h e n t h e r e e x i s t p o s s i b l e d i r e c t i o n s o f i m p r o v e m e n t . 
T h i s i s c a u s e d b y t h e n e e d t o e v a l u a t e t h e f u n c t i o n a t p o i n t s 
c l o s e t o t h e c u r r e n t p o i n t i n o r d e r t o d e t e r m i n e t h e d i f f e r ­
e n c e s . I f t h e n e a r b y p o i n t s a r e n o t c l o s e e n o u g h , i t i s 
p o s s i b l e t o m i s s a n i m p r o v i n g d i r e c t i o n . F i n a l l y , e v e n i f 
t h e m e t h o d t r u l y c o n v e r g e d t o a m i n i m u m , t h e r e i s n o g u a r a n ­
t e e t h a t t h e m i n i m u m f o u n d i s t h e g l o b a l m i n i m u m . I t i s 
p o s s i b l e t h a t m a n y l o c a l m i n i m a e x i s t . F i g u r e 2 g i v e s 
S a f f e r ' s t w o - v a r i a b l e i n t e r p r e t a t i o n s o f t h e m u l t i p l e v a r i a b l e 
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I n c r e a s e S t e p 
S i z e 
Make I n i t i a l E s t i m a t e 
o f P - M a t r i x 
C a l c u l a t e G r a d i e n t ( U s e 
D i f f e r e n t E q u a t i o n s ) 
I n c r e m e n t a l l P-j_j 
( S t e p i n N e g a t i v e ; 
G r a d i e n t D i r e c t i o n ) 
C h e c k G r e a t e r t h a n 
Z e r o C o n s t r a i n t s 
N o r m a l i z e b y R o w s u m s ; 
E v a l u a t e O b j e c t i v e 
F i x E n d s o f G o l d e n 
S e c t i o n I n t e r v a l 
P e r f o r m G o l d e n S e c t i o n 
S e a r c h o n t h i s I n t e r v a l 
t o f i n d B e s t S t e p S i z e 
U p d a t e B e s t E s t i m a t e 
o f O b j e c t i v e V a l u e 
a n d P - M a t r i x 
Go b a c k a n d C a l c u l a t e 
New G r a d i e n t D i r e c t i o n 
Y e s ^ S t o p J 
F i g u r e 1 . O v e r v i e w o f t h e N o n - l i n e a r P r o g r a m m i n g M e t h o d . 
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g u r e 2 . I n t e r p r e t a t i o n o f t h e O b j e c t i v e S u r f a c e 
29 
o b j e c t i v e s u r f a c e f o r t h e R o s e - B e n g a l p r o b l e m . P o i n t m 
r e p r e s e n t s a l o c a l m i n i m u m . 
P r o c e d u r e s a r e a v a i l a b l e f o r h a n d l i n g a l l o f t h e s e 
p r o b l e m s . When i t i s f e l t t h a t t h e p r o c e d u r e h a s t e r m i n a ­
t e d a t a p o i n t a w a y f r o m w h i c h a n i m p r o v i n g d i r e c t i o n 
e x i s t s , t h e s e a r c h may b e c o n t i n u e d w i t h a r e d u c t i o n i n t h e 
s t e p s i z e t h a t g o v e r n s t h e s e l e c t i o n o f t h e p o i n t s r e q u i r e d 
f o r c a l c u l a t i o n o f t h e g r a d i e n t . T h e r e d u c t i o n o f t h i s 
p a r a m e t e r m e a n s t h a t t h e p o i n t s a r e c h o s e n c l o s e r t o t h e 
o r i g i n a l p o i n t . I f a n i m p r o v i n g d i r e c t i o n e x i s t s , s u f f i ­
c i e n t r e d u c t i o n o f t h i s s t e p s i z e ( w i t h i n t h e l i m i t s o f t h e 
c o m p u t e r ) s h o u l d f i n d i t . F o r t h e o t h e r p r o b l e m s , s a d d l e 
p o i n t s a n d l o c a l m i n i m a , t h e b e s t p r o c e d u r e i s t o r e s t a r t 
t h e a l g o r i t h m a t s e v e r a l d i f f e r e n t p o i n t s . I f a s u f f i c i e n t 
n u m b e r o f t h e s e a r e c h o s e n , t h e r e s h o u l d b e l i t t l e d o u b t a s 
t o t h e l o c a t i o n o f t h e g l o b a l o p t i m u m . 
I n a s i m i l a r p r o b l e m S a f f e r [ 3 1 ] e x p e r i m e n t e d w i t h 
s e v e r a l d i f f e r e n t s o l u t i o n t e c h n i q u e s : s i m p l e x i n g , game t r e e . 
G a u s s l e a s t s q u a r e s , a n d a g r a d i e n t a p p r o a c h . F o r t h e R o s e -
B e n g a l t r a n s p o r t p r o b l e m h e f o u n d t h a t a c o m b i n a t i o n o f 
p a t t e r n s e a r c h w i t h G a u s s l e a s t s q u a r e s p r o v i d e d t h e m o s t 
e f f i c i e n t s o l u t i o n m e t h o d . He r e p o r t s c o n v e r g e n c e a n d 
e x e c u t i o n t i m e d i f f i c u l t i e s w i t h m a n y o f t h e m e t h o d s t r i e d . 
T e s t i n g o f t h e P r o c e d u r e 
T e s t i n g o f t h e g r a d i e n t p r o j e c t i o n p r o c e d u r e s u g g e s t e d 
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i n t h i s r e s e a r c h w a s i n i t i a t e d w i t h t h e p r o d u c t i o n o f s e v e r a l 
s a m p l e p r o b l e m s . A c t u a l M a r k o v c h a i n s w e r e g e n e r a t e d f r o m 
a r b i t r a r i l y s e l e c t e d t r a n s i t i o n m a t r i c e s . T h e t r a n s i e n t 
s o l u t i o n s g e n e r a t e d i n t h i s m a n n e r w e r e u s e d t o t e s t t h e 
c o n v e r g e n c e o f t h e a l g o r i t h m . N e x t t h e d e g r e e o f d i f f i c u l ­
t y w a s i n c r e a s e d b y a d d i n g n o r m a l l y d i s t r i b u t e d r a n d o m 
e r r o r s t o t h e t r a n s i e n t s o l u t i o n s a l r e a d y g e n e r a t e d . T h e 
n o n - n e g a t i v i t y c o n s t r a i n t s o n t h e i t s w e r e m a i n t a i n e d b y 
s e t t i n g a n y n e g a t i v e e l e m e n t s t o z e r o . T h e r e q u i r e m e n t t h a t 
t h e s u m s o f t h e r o w e q u a l o n e w a s m a i n t a i n e d b y t h e n d i v i d ­
i n g t h r o u g h b y t h e n e w r o w s u m s t o n o r m a l i z e t h e e l e m e n t s 
o f t h e 7 7 ( t ) v e c t o r s . S e v e r a l d i f f e r e n t g u e s s e s o f t h e 
t r a n s i t i o n m a t r i x w e r e u s e d t o s t a r t t h e a l g o r i t h m . 
N e x t , s e v e r a l p r o b l e m s f r o m t h e l i t e r a t u r e w e r e 
a t t e m p t e d . K r e n z ' s f a r m d i s t r i b u t i o n p r o b l e m , T e l s e r ' s 
c i g a r e t t e b r a n d s w i t c h i n g p r o b l e m a n d E z z a t i ' s h o m e h e a t i n g 
f u e l p r o b l e m w e r e s o l v e d . T h e n t h e p e r f o r m a n c e o f t h e 
e s t i m a t e s g i v e n b y t h e p r o c e d u r e w a s c o m p a r e d t o s e v e r a l 
o f t h e e s t i m a t e s g i v e n b y L e e , J u d g e a n d Z e l l n e r ' s m a x i m u m 
l i k e l i h o o d a n d B a y e s i a n t e c h n i q u e s f o r t h e i r s i m u l a t e d d a t a . 
C o n s t r a i n e d a n d u n c o n s t r a i n e d v e r s i o n s o f S a f f e r ' s R o s e -
B e n g a l t r a n s p o r t p r o b l e m , c h a r a c t e r i z e d b y t h e i n t e r m i t t e n t 
n a t u r e o f t h e d a t a , w e r e s o l v e d . 
T h e i n v e s t i g a t i o n o f t h e p e r f o r m a n c e o f t h e m e t h o d 
w h e n c o m p l e t e d a t a w e r e n o t a v a i l a b l e w a s c o n t i n u e d w i t h t h e 
c o n s t r u c t i o n o f n e w p r o b l e m s f r o m t h e e a r l i e r o n e s o f T e l s e r 
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a n d E z z a t i . C e r t a i n s u b s e t s o f t h e a v a i l a b l e d a t a w e r e 
i g n o r e d a n d t h e p e r f o r m a n c e u n d e r t h e s e c o n d i t i o n s w a s 
c o m p a r e d t o t h e p e r f o r m a n c e u n d e r c o n d i t i o n s o f f u l l d a t a . 
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C H A P T E R I V 
R E S U L T S 
T h e n o n l i n e a r c o n s t r a i n e d g r a d i e n t ( N L P ) p r o c e d u r e 
d e s c r i b e d i n t h e p r e v i o u s c h a p t e r w a s c o d e d i n F o r t r a n I V , 
i m p l e m e n t e d o n t h e C o n t r o l D a t a C y b e r 74 c o m p u t e r a n d a p p l i e d 
t o s e v e r a l p r o b l e m s . T h e s e w e r e o f t h r e e t y p e s . F i r s t t h e 
p r o c e d u r e w a s t e s t e d f o r i t s a b i l i t y t o r e c o v e r a n a c t u a l 
M a r k o v m a t r i x f r o m t r a n s i e n t s o l u t i o n s m a s k e d w i t h r a n d o m 
e r r o r . N e x t i t w a s a p p l i e d t o s e v e r a l p r o b l e m s t a k e n f r o m 
t h e l i t e r a t u r e i n w h i c h M a r k o v t r a n s i t i o n s m a t r i c e s w e r e 
e s t i m a t e d f r o m m a c r o d a t a ; r e s u l t s w e r e c o m p a r e d w i t h t h o s e 
o f t h e a u t h o r s w h o h a d u s e d t r a d i t i o n a l e s t i m a t i o n t e c h n i q u e s . 
F i n a l l y , i t w a s a p p l i e d t o p r o b l e m s t o w h i c h t h e s e t r a d i ­
t i o n a l t e c h n i q u e s c o u l d n o t b e a p p l i e d . T h e s e w e r e c h a r a c ­
t e r i z e d b y s c a r c e d a t a a n d i n t e r m i t t e n t o b s e r v a t i o n s . W h e r e 
a p p l i c a b l e , r e s u l t s f r o m t h e s e p r o b l e m s h a v e b e e n c o m p a r e d t o 
r e s u l t s o b t a i n a b l e w i t h c o m p l e t e d a t a . 
M a r k o v T e s t P r o b l e m s 
I n f o r m a l e x p e r i m e n t s i n t h e d e v e l o p m e n t o f t h e N L P 
p r o c e d u r e h a d c o n f i r m e d t h e a b i l i t y a c c u r a t e l y t o r e c o n s t r u c t 
M a r k o v m a t r i c e s f r o m a c t u a l t r a n s i e n t d a t a . A s a f u r t h e r 
t e s t , r a n d o m e r r o r s w e r e i n t r o d u c e d i n t o t h e s e t r a n s i e n t 
s o l u t i o n s . S i x p r o b l e m s , e a c h o f t h r e e s t a t e s a n d t e n t i m e 
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p e r i o d s , w e r e c o n s t r u c t e d t h r o u g h t h e a p p l i c a t i o n o f t w o 
t y p e s o f r a n d o m e r r o r s t o t h e t r a n s i e n t s o l u t i o n s g e n e r a t e d 
b y a c t u a l m a t r i c e s . T h e t h r e e p r o b l e m s i n t h e f i r s t g r o u p 
w e r e c h a r a c t e r i z e d b y s m a l l a m o u n t s o f e r r o r . A c t u a l t r a n s i ­
e n t s o l u t i o n s w e r e g e n e r a t e d a n d t h e n r o u n d e d o f f t o f o u r 
d e c i m a l p l a c e s . T h i s r o u n d i n g w a s e q u i v a l e n t t o t h e i n t r o ­
d u c t i o n o f a r a n d o m e r r o r u n i f o r m l y d i s t r i b u t e d i n t h e r a n g e 
- 4 - 4 
1 x 1 0 t o - 1 x 1 0 . T a b l e 1 g i v e s b o t h t h e o r i g i n a l 
g e n e r a t i n g M a r k o v m a t r i c e s a n d t h e s o l u t i o n m a t r i c e s t h a t 
r e s u l t e d w h e n t h e s e t r a n s i e n t s w e r e f e d i n t o t h e NLP o p t i ­
m i z a t i o n p r o c e d u r e . T h e e r r o r l i s t e d i s t h e summed s q u a r e d 
a m o u n t b y w h i c h t h e t r a n s i e n t s o l u t i o n g e n e r a t e d b y t h e m a t r i x 
d e v i a t e s f r o m t h e r o u n d e d d a t a . I n P r o b l e m T w o , f o r e x a m p l e , 
i t c a n b e s e e n t h a t a p p r o x i m a t e l y 1 / 4 o f t h e t o t a l e r r o r 
a c h i e v e d b y t h e NLP t e c h n i q u e c o u l d b e a t t r i b u t e d d i r e c t l y 
t o t h e i n t r o d u c t i o n o f t h e u n i f o r m e r r o r s . A t o t a l s q u a r e d 
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e r r o r o f 4 x 1 0 m e a n s t h a t t h e a v e r a g e a b s o l u t e e r r o r b y 
w h i c h a n e s t i m a t e d IT. ( t ) d e v i a t e d f r o m t h e a c t u a l v a l u e w a s 
I 
- 5 
o n l y 3 . 8 x 1 0 . T h i s c o m p a r e s t o t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n o f 
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t h e r a n d o m e r r o r o f 2 . 9 x 1 0 . T h e e s t i m a t e s f o r P r o b l e m s 
One a n d T h r e e a r e e v e n c l o s e r . T a b l e 2 l i s t s a c t u a l a n d 
e s t i m a t e d s t a t e p r o p o r t i o n s f o r P r o b l e m O n e . 
A l t h o u g h t h e s m a l l a m o u n t s o f e r r o r a n d t h e c l o s e 
s i m i l a r i t y o f t h e e s t i m a t e d a n d t e s t m a t r i c e s i n d i c a t e t h a t 
t h e g l o b a l o p t i m u m h a s p r o b a b l y b e e n f o u n d , t h i s w a s c h e c k e d 
b y r e s t a r t i n g t h e p r o b l e m s s e v e r a l t i m e s . P r o b l e m One w a s 
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T a b l e 1 . Markov T e s t P r o b l e m s w i t h S m a l l E r r o r s 
H 0 . 4 0 0 0 0 . 1 0 0 0 0 . 5 0 0 0 
Q 0 . 6 0 0 0 0 . 2 0 0 0 0 . 2 0 0 0 
2 0 . 3 0 0 0 0 . 6 0 0 0 0 . 1 0 0 0 
e r r o r 1 x 10 - 8 
0 . 4 0 0 0 0 . 1 0 0 0 0 . 5 0 0 0 
0 . 6 0 0 0 0 . 2 0 0 1 0 . 1 9 9 9 
0 . 3 0 0 0 0 . 6 0 0 0 0 . 1 0 0 0 
e r r o r 1 x 10 8 
CN 0 . 2 2 0 0 0 . 4 6 0 0 0 . 3 2 0 0 
§ 0 . 3 7 0 0 0 . 4 0 0 0 0 . 2 3 0 0 
RH 
p 0 . 6 8 0 0 0 . 0 8 0 0 0 . 2 4 0 0 
e r r o r 1 . 2 x 10 - 8 
0 . 2 2 0 4 0 . 4 5 9 9 0 . 3 1 9 7 
0 . 3 8 3 8 0 . 3 8 7 7 0 . 2 2 8 5 
0 . 6 6 1 6 0 . 0 9 5 9 0 . 2 4 2 5 
e r r o r 4 x I O - 8 
0 . 4 0 0 0 0 . 6 0 0 0 0 . 0 0 0 0 
g 0 . 2 0 0 0 0 . 2 0 0 0 0 . 6 0 0 0 
<u 
3 0 . 3 0 0 0 0 . 1 0 0 0 0 . 6 0 0 0 
o 
u 
e r r o r 1 x 10 
0 . 4 0 0 1 0 . 5 9 9 6 0 . 0 0 0 4 
0 . 1 9 9 4 0 . 2 0 0 4 0 . 5 9 9 7 
0 . 3 0 0 0 0 . 1 0 0 1 0 . 5 9 9 9 
e r r o r 1 x 10 8 
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T a b l e 2 . A c t u a l (TT) a n d E s t i m a t e d (TT) s t a t e 
P r o p o r t i o n s f o r P r o b l e m O n e . 
t ^ ( t ) * 2 < t ) * 3 ( t ) 
1 . 1 . 0 0 0 0 1 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 
2 . 0 . 4 0 0 0 0 . 4 0 0 0 0 . 1 0 0 0 0 . 1 0 0 0 0 . 5 0 0 1 0 . 5 0 0 0 
3 . 0 . 3 7 0 0 0 . 3 7 0 0 0 . 3 6 0 0 0 . 3 6 0 0 0 . 2 7 0 0 0 . 2 7 0 0 
4 . 0 . 4 4 5 0 0 . 4 4 5 0 0 . 2 7 1 0 0 . 2 7 1 0 0 . 2 8 4 0 0 . 2 8 4 0 
5 . 0 . 4 2 5 8 0 . 4 2 5 8 0 . 2 6 9 1 0 . 2 6 9 1 0 . 3 0 5 1 0 . 3 0 5 1 
6 . 0 . 4 2 3 3 0 . 4 2 3 3 0 . 2 7 9 5 0 . 2 7 9 5 0 . 2 9 7 2 0 . 2 9 7 2 
7 . 0 . 4 2 6 2 0 . 4 2 6 2 0 . 2 7 6 6 0 . 2 7 6 6 0 . 2 9 7 2 0 . 2 9 7 3 
8 . 0 . 4 2 5 6 0 . 4 2 5 6 0 . 2 7 6 3 0 . 2 7 6 3 0 . 2 9 8 1 0 . 2 9 8 1 
9 . 0 . 4 2 5 5 0 . 4 2 5 4 0 . 2 7 6 7 0 . 2 7 6 7 0 . 2 9 7 9 0 . 2 9 7 9 
1 0 . 0 . 4 2 5 6 0 . 4 2 5 6 0 . 2 7 6 6 0 . 2 7 6 6 0 . 2 9 7 8 0 . 2 9 7 8 
N o t e : D u e t o r o u n d i n g , r o w s may n o t sum t o o n e . 
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s t a r t e d f r o m s i x d i f f e r e n t i n i t i a l p o i n t s . E a c h t i m e t h e 
p r o c e d u r e c o n v e r g e d t o a m a t r i x t h a t s h o w e d g o o d a g r e e m e n t 
w i t h t h e t e s t m a t r i x . I n n o c a s e w a s t h e a g g r e g a t e s q u a r e d 
e r r o r g r e a t e r t h a n 3 x 1 0 . F o r P r o b l e m s Two a n d T h r e e t h e 
r e s u l t s w e r e s i m i l a r , w i t h n o s o l u t i o n h a v i n g a s q u a r e e r r o r 
— 6 
g r e a t e r t h a n 3 x 1 0 
T h e a b o v e t e s t s w e r e r e p e a t e d w i t h t h e i n t r o d u c t i o n o f 
n o r m a l l y d i s t r i b u t e d r a n d o m e r r o r s i n a d d i t i o n t o t h e r o u n d ­
i n g e r r o r s . T h e s e e r r o r s w e r e a b o u t 70 t i m e s g r e a t e r t h a n 
t h e e r r o r s i n p a r t o n e , h a v i n g a m e a n o f z e r o a n d a s t a n d a r d 
d e v i a t i o n o f 0 . 0 0 2 . 
I n e a c h o f t h e s e t h r e e p r o b l e m s t h e NLP p r o c e d u r e 
c o n v e r g e d t o a n a n s w e r t h a t w a s s l i g h t l y d i f f e r e n t t h a n t h e 
o r i g i n a l m a t r i x . T h e a v e r a g e e r r o r b y w h i c h t h e r e p l i c a t e d 
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d a t a d i f f e r e d f r o m t h e o b s e r v e d d a t a w a s a b o u t 3 . 3 x 1 0 ; 
i n a l l c a s e s ( T a b l e 3) t h e e r r o r w a s l e s s t h a n t h a t o b t a i n e d 
t h r o u g h t h e u s e o f t h e o r i g i n a l t e s t m a t r i x t o r e p l i c a t e t h e 
d a t a . T h i s m e a n s t h a t t h e p r o c e d u r e c o n v e r g e d t o a p o i n t 
t h a t w a s s l i g h t l y b e t t e r t h a n t h e o r i g i n a l m a t r i x , i n t h e 
s e n s e o f g i v i n g b e t t e r r e p l i c a t i o n o f t h e t r a n s i e n t s w i t h 
r a n d o m i z e d e r r o r . 
T h e D i s t r i b u t i o n o f F a r m s i n N o r t h D a k o t a 
T h e n e x t s t e p w a s t o a p p l y t h e p r o c e d u r e t o some 
p r o b l e m s r e p o r t e d i n t h e l i t e r a t u r e . T h e p r o b l e m o f K r e n z 
[ 1 6 ] , w h i c h d e a l t w i t h t h e s i z e d i s t r i b u t i o n o f f a r m s , w a s 
s e l e c t e d a s a t e s t p r o b l e m . L a c k o f m i c r o d a t a h a d f o r c e d 
T a b l e 3. Summed S q u a r e d E r r o r s f o r T e s t P r o b l e m s . 
NLP S o l u t i o n P r i o r G e n e r a t i n g 
M a t r i x M a t r i x 
P r o b l e m 1 
P r o b l e m 2 
P r o b l e m 3 
4 . 2 9 x 10 
1 . 6 1 x 10 
4 . 0 0 x 10 
7 . 4 9 x 10 
2 . 1 9 x 10 
7 . 4 9 x 10 
N o t e : U n i f o r m s t a r t i n g g u e s s e s w e r e u s e d i n t h e NLP 
p r o c e d u r e . 
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K r e n z t o m a k e s i m p l i f y i n g a s s u m p t i o n s . F i r s t m a n y o f t h e 
t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s w e r e a r b i t r a r i l y f i x e d a t z e r o o r 
o n e . T h e n a s e t o f s i m u l t a n e o u s e q u a t i o n s w a s s o l v e d t o 
a r r i v e a t t h e e s t i m a t e s o f t h e p r o b a b i l i t i e s . When K r e n z ' 
m a t r i x ( T a b l e 4 , M a t r i x 1 ) i s u s e d t o r e p l i c a t e t h e o b s e r v e d 
d a t a b a s e d o n t h e 1 9 3 5 s i z e d i s t r i b u t i o n , a s q u a r e d e r r o r 
o f 0 . 0 0 4 0 9 r e s u l t s . A p p l i c a t i o n o f t h e NLP p r o c e d u r e u n d e r 
t h e same c o n s t r a i n t s , s t a r t i n g f r o m t h e u n i f o r m m a t r i x , 
r e s u l t s i n t h e M a t r i x 2 i n t h e t a b l e . T h e s q u a r e d e r r o r 
a s s o c i a t e d w i t h t h i s m a t r i x i s 0 . 0 0 2 6 9 . C o m p l e t e r e l a x a t i o n 
o f t h e K r e n z c o n s t r a i n t s g i v e s f u r t h e r i m p r o v e m e n t : M a t r i x 
3 , w i t h a c o r r e s p o n d i n g e r r o r o f 0 . 0 0 2 3 1 . C o m p a r i s o n o f t h i s 
t h i r d m a t r i x w i t h K r e n z ' o r i g i n a l m a t r i x s h o w s m a n y m o r e 
s t a t e - t o - s t a t e t r a n s i t i o n p o s s i b i l i t i e s t h a n h y p o t h e s i z e d 
b y K r e n z . 
T h i s d i f f e r e n c e b r i n g s u p t h e q u e s t i o n o f t h e 
v a l i d i t y o f K r e n z ' a s s u m p t i o n s . W h i l e some o f t h e s e a r e 
p o s s i b l y m a d e o n s o u n d a g r i c u l t u r a l - e c o n o m i c s g r o u n d s , d i c ­
t a t e d b y e x p e r i e n c e i n t h e f i e l d , o t h e r s a r e m a d e f o r m e t h o ­
d o l o g i c a l c o n v e n i e n c e . T h e NLP p r o c e d u r e h a s t h e c a p a b i l i t y 
e a s i l y t o h a n d l e a s s u m p t i o n s t h a t i n v o l v e f i x i n g some o f t h e 
p a r a m e t e r s , w h i l e l e a v i n g m a n y o t h e r s f r e e t o v a r y . I t may 
b e k n o w n f r o m e x p e r i e n c e , f o r e x a m p l e , t h a t o n c e a f a r m 
r e a c h e s t h e g r e a t e s t s i z e ( c l a s s 6 ) t h a t i t s p r o b a b i l i t y o f 
r e m a i n i n g t h e r e i s e s s e n t i a l l y o n e . T h e e f f e c t s o f t h i s 
a s s u m p t i o n may b e t e s t e d u s i n g t h e NLP p r o c e d u r e . T h e b e s t 
39 
T a b l e 4 . S o l u t i o n s t o Farm D i s t r i b u t i o n Prob lem 
1) 
2) 
K r e n t z 1 Farm D i s t r i b u t i o n M a t r i x 
1 . 0000 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0 0 0 0 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0 0 0 0 
0 . 1958 0 . 8042 0 . 0000 0 . 0 0 0 0 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0 0 0 0 
0 . 2554 0 . 0000 0 . 7446 0 . 0 0 0 0 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0 0 0 0 
0 . 1307 0 . 0000 0 . 0000 0 . 8 3 0 1 0 . 0392 0 . 0000 0 . 0 0 0 0 
0 . 0997 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0 0 0 0 0 . 8 4 9 1 0 . 0512 0 . 0 0 0 0 
0 . 0000 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0 0 0 0 0 . 0000 0 . 9420 0 . 0 5 8 0 
0 . 0000 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0 0 0 0 0 . 0000 0 . 0000 1 . 0 0 0 0 
C o n s t r a i n e d NLP B e s t - F i t ; S o l u t i o n 
1 . 0000 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0 0 0 0 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0 0 0 0 
0 . 2060 0 . 7940 0 . 0000 0 . 0 0 0 0 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0 0 0 0 
0 . 2619 0 . 0000 0 . 7 3 8 1 0 . 0 0 0 0 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0 0 0 0 
0 . 0633 0 . 0000 0 . 0000 0 . 8 3 3 7 0 . 1029 0 . 0000 0 . 0 0 0 0 
0 . 0949 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0 0 0 0 0 . 8474 0 . 0577 0 . 0 0 0 0 
0 . 0000 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0 0 0 0 0 . 0000 0 . 9415 0 . 0585 
0 . 0000 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0 0 0 0 0 . 0000 0 . 0000 1 . 0 0 0 0 
3) NLP B e s t - F i t S o l u t i o n M a t r i x ( R e l a x e d C o n s t r a i n t s ) 
0 . 9 8 0 6 0 . 0 0 6 5 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 1 2 9 
0 . 2 5 8 8 0 . 6 9 4 5 0 . 0 1 9 4 0 . 0 0 4 4 0 . 0 0 6 6 0 . 0 0 0 0 0 . 0 1 6 3 
0 . 3 5 3 0 0 . 0 0 0 0 0 . 5 9 9 5 0 . 0 0 0 0 0 . 0 4 7 5 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 
0 . 1 0 5 3 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 5 1 0 . 8 2 2 9 0 . 0 4 8 8 0 . 0 0 7 7 0 . 0 1 0 2 
0 . 0 3 4 0 0 . 0 0 0 4 0 . 0 3 1 3 0 . 0 0 0 4 0 . 8 4 0 2 0 . 0 8 9 6 0 . 0 0 4 1 
0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 8 6 0 . 0 1 1 6 0 . 0 0 1 0 0 . 0 0 0 0 0 . 8 9 6 3 0 . 0 8 2 5 
0 . 1 2 0 6 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 8 7 9 4 
One C o n s t r a i n t , 
P « 56 = 1 
0 . 9 4 2 8 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 5 7 2 0 . 0 0 0 0 
1 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 
0 . 1 7 5 6 0 . 0 0 0 0 0 . 6 0 7 5 0 . 2 1 7 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 
0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0, . 0 0 0 0 0 . 6 5 3 4 0 . 3 4 6 6 0 . 0 0 0 0 
0 . 0 0 0 0 0, . 0 2 6 5 0 . 0 4 0 5 0, . 0 6 2 9 0, . 7 6 1 0 0, . 0 8 5 2 0 . 0 2 4 0 
0 . 1 1 8 3 0, . 0 5 6 4 0, . 0 0 0 0 0, . 0 0 0 0 0, . 0 0 0 0 0, . 8 0 0 4 0, . 0 2 4 9 
0, . 0 0 0 0 0, . 0 0 0 0 0, . 0 0 0 0 0, . 0 0 0 0 0, . 0 0 0 0 0, . 0 0 0 0 1, . 0 0 0 0 
NLP B e s t - F i t S o l u t i o n M a t r i x (Uni form S t a r t i n g M a t r i x ) 
0. . 7 0 9 1 0 . , 0000 0 . , 0000 0 . ,0000 0 . 0 0 0 1 0 . 1322 0 . 1586 
0 . , 1 8 6 1 0 . , 0433 0 . , 1433 0 . 0566 0 . 2889 0 . 2240 0 . 0 6 2 1 
0 . , 0063 0 . ,0678 0 . ,5006 0 . 0745 0 . 3508 0 . 0001 0 . 0000 
0 . , 1 2 6 1 0 . 0456 0 . 1195 0 . 0632 0 . 3343 0 . 2627 0 . 0487 
0 . , 0000 0 . 0456 0 . 0424 0 . 0879 0 . 6147 0 . 2094 0 . 0 0 0 1 
0 . 2242 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0823 0 . 4660 0 . 2274 
0 . 4629 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0000 0 . 3261 0 . 2109 
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f i t m a t r i x t o t h e o b s e r v e d d a t a w i t h t h e i n c l u s i o n o f t h e 
a s s u m p t i o n i s s h o w n b y M a t r i x 4 i n t h e T a b l e ; t h e e r r o r i s 
0 . 0 0 2 1 5 9 . W i t h t h i s p r o c e d u r e a v a i l a b l e , a n a g r i c u l t u r a l 
e c o n o m i s t w o u l d b e a b l e t o t e s t v a r i o u s s e t s o f a s s u m p t i o n s 
t o d e f i n e t h e m i n i m u m s e t t h a t w o u l d g i v e r e a s o n a b l e t r a n s i ­
t i o n p r o b a b i l i t i e s a c c o r d i n g t o e x p e r i e n c e . T h u s , m i c r o 
d a t a c o u l d b e g e n e r a t e d f r o m m a c r o d a t a s u p p l e m e n t e d b y 
" b a l l p a r k " k n o w l e d g e a b o u t some o f t h e m i c r o d a t a . 
One f i n a l t e s t w a s m a d e o n K r e n z 1 f a r m p r o b l e m . T h e 
NLP p r o c e d u r e w a s a g a i n u s e d t o e s t i m a t e t h e t r a n s i t i o n m a t r i x 
u n d e r c o m p l e t e r e l a x a t i o n o f t h e f i x e d - p a r a m e t e r a s s u m p t i o n s . 
I n s t e a d o f s t a r t i n g a t t h e s o l u t i o n t o t h e f i x e d - p a r a m e t e r 
p r o b l e m , t h e p r o c e d u r e w a s s t a r t e d a t t h e u n i f o r m t r a n s i t i o n 
m a t r i x . T h e r e s u l t i s M a t r i x 5 i n t h e t a b l e . I t i s n o t e d 
t h a t t h i s m a t r i x d i f f e r s f r o m t h e o t h e r s i n s e v e r a l w a y s . 
I t h a s s e v e r a l m o r e n o n - z e r o e l e m e n t s , i n d i c a t i n g m o r e p o s s i ­
b l e s t a t e t r a n s i t i o n s . A l s o t h e m a g n i t u d e s o f m a n y e l e m e n t s 
h a v e c h a n g e d . T h i s m a t r i x a n d M a t r i x 3 w e r e b o t h a r r i v e d 
a t u n d e r r e l a x a t i o n o f t h e c o n s t r a i n t s , b u t t h e y a r e v e r y 
d i s s i m i l a r . I t s e e m s u n l i k e l y t h a t t h e s e m a t r i c e s c o u l d b e 
b r o u g h t c l o s e r t o g e t h e r t h r o u g h r e d u c t i o n i n t h e s t o p p i n g 
c r i t e r i o n a n d a l l o w i n g t h e NLP p r o c e d u r e t o r u n l o n g e r . 
T h e e r r o r a s s o c i a t e d w i t h M a t r i x 5 i s 0 . 0 0 1 8 9 . T h i s m e a n s 
t h a t t h e M a t r i c e s 1 , 2 , 3 , 4 w o u l d h a v e t o b e c o m e m o r e l i k e 
n u m b e r f i v e t o a c h i e v e f u r t h e r r e d u c t i o n . A l r e a d y a h i g h 
d e g r e e o f a c c u r a c y h a s b e e n e m p l o y e d w i t h t h e s e p r o b l e m s . 
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a n d i t may b e t h a t a l o c a l o p t i m u m e x i s t s i n t h e n e i g h b o r h o o d 
o f t h e s e m a t r i c e s . S u c h l o c a l o p t i m a w e r e e n c o u n t e r e d i n 
a s i m i l a r p r o b l e m b y S a f f e r [ 3 1 ] . 
C i g a r e t t e B r a n d S w i t c h i n g P r o b l e m 
R e s u l t s f o r T e l s e r ' s c l a s s i c a l b r a n d s w i t c h i n g p r o b l e m 
[ 3 4 ] a r e g i v e n i n T a b l e 5. T h e m a x i m u m l i k e l i h o o d e s t i m a t e 
o f L e e , J u d g e , a n d Z e l l n e r a n d t h e r e s t r i c t e d l e a s t s q u a r e s 
e s t i m a t e o f T h e i l a n d R e y a r e a l s o g i v e n f o r c o m p a r i s o n . 
C o n s i d e r a b l e d i f f e r e n c e i s s e e n i n t h e s e t w o m a t r i c e s , o n 
o n e h a n d , a n d i n t h e NLP m a t r i x o n t h e o t h e r . A l t h o u g h a 
m a t r i x r e s e m b l i n g t h e s e t w o m a t r i c e s h a s b e e n a r r i v e d a t 
f r o m some s t a r t i n g p o i n t s o f t h e NLP p r o c e d u r e , t h e s q u a r e d 
e r r o r a s s o c i a t e d w i t h t h i s m a t r i x i s m o r e t h a n t h a t a s s o c i a t e d 
w i t h t h e m a t r i x s h o w n . A s s h o w n i n t h e t a b l e t h e NLP m a t r i x 
h a s a l o w e r s q u a r e d e r r o r t h a n e i t h e r t h e m a x i m u m l i k e l i h o o d 
m a t r i x o r t h e r e s t r i c t e d l e a s t s q u a r e s m a t r i x . T a b l e 6 
m a k e s a c o m p a r i s o n o f t h e o b s e r v e d d a t a w i t h t h e r e p l i c a t e d 
p r o p o r t i o n s g i v e n f o r e a c h o f t h e m a x i m u m l i k l i h o o d , l e a s t 
s q u a r e s a n d NLP s o l u t i o n m a t r i c e s . A g r a p h o f t h e f i t t o 
t h e " C a m e l s " c u r v e i s g i v e n i n F i g u r e 3 . H e r e , b o t h t h e c u r v e 
g e n e r a t e d b y t h e m a x i m u m l i k l i h o o d a n d t h e NLP e s t i m a t e s a r e 
s h o w n . A l t h o u g h t h e t r a n s i t i o n m a t r i c e s d i f f e r c o n s i d e r a b l y , 
t h e m a x i m u m l i k l i h o o d a n d NLP e s t i m a t e s b o t h p r o d u c e 
s i m i l a r f i t s t o t h e o b s e r v e d d a t a . 
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F i g u r e 3 . D a t a P r o j e c t i o n s from Time Zero f o r V a r i o u s 
T r a n s i t i o n M a t r i c e s . 
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T a b l e 5. S o l u t i o n s t o T e l s e r ' s Brand S w i t c h i n g P r o b l e m 
Maximum L i k e l i h o o d E s t i m a t e ( L . J . Z ) 
0 . 6 6 8 9 0 . 1 4 2 5 0 . 1 8 8 6 
0 . 0 0 0 0 0 . 8 7 0 7 0 . 1 2 9 3 
0 . 4 0 1 1 0 . 0 0 0 0 0 . 5 9 8 9 
T o t a l S q u a r e d E r r o r = 0 . 0 9 7 6 9 
R e s t r i c t e d L e a s t S q u a r e s 
0 . 6 6 8 6 0 . 1 4 2 3 0 . 1 8 9 1 
0 . 0 0 0 0 0 . 8 6 8 3 0 . 1 3 1 7 
0 . 4 0 1 9 0 . 0 0 0 0 0 . 5 9 8 1 
T o t a l S q u a r e d E r r o r = 0 . 0 9 6 4 4 
NLP B e s t - F i t M a t r i x 
0 . 7 8 5 1 0 . 0 0 0 0 0 . 2 1 4 9 
0 . 2 1 6 2 0 . 7 3 8 1 0 . 0 4 5 7 
0 . 0 0 0 0 0 . 3 3 3 3 0 . 6 6 6 7 
T o t a l S q u a r e d E r r o r = 0 . 0 8 6 4 4 
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T a b l e 6. A g g r e g a t e Market S h a r e s : C i g a r e t t e Brands 
Camels 
Year A c t u a l NLP Maximum L i k e l i h o o d L e a s t S q u a r e s 
1925 0 . 5 0 5 6 0 . 5 0 5 6 0 . 5 0 5 6 0 . 5 0 5 6 
1926 0 . 4 8 7 9 0 . 4 4 0 9 0 . 4 5 5 2 0 . 4 5 5 2 
1927 0 . 4 5 0 4 0 . 3 9 9 5 0 . 4 2 3 3 0 . 4 2 3 6 
1928 0 . 4 0 6 8 0 . 3 7 5 5 0 . 4 0 1 6 0 . 4 0 2 3 
1929 0 . 3 6 3 7 0 . 3 6 3 0 0 . 3 8 6 2 0 . 3 8 7 2 
1930 0 . 3 3 6 5 0 . 3 5 7 7 0 . 3 7 5 0 0 . 3 7 6 2 
1 9 3 1 0 . 3 3 1 1 0 . 3 5 6 1 0 . 3 6 6 6 0 . 3 6 8 1 
1 9 3 2 0 . 2 9 3 6 0 . 3 5 6 3 0 . 3 6 0 4 0 . 3 6 2 1 
1933 0 . 2 7 9 4 0 . 3 5 7 2 0 . 3 5 5 7 0 . 3 5 7 6 
1934 0 . 3 4 1 8 0 . 3 5 8 2 0 . 3 5 2 2 0 . 3 5 4 3 
1935 0 . 3 8 6 7 0 . 3 5 9 1 0 . 3 4 9 6 0 . 3 5 1 8 
1936 0 . 4 0 7 4 0 . 3 5 9 7 0 . 3 4 7 6 0 . 3 4 9 9 
1937 0 . 4 0 8 4 0 . 3 6 0 0 0 . 3 4 6 1 0 . 3 4 8 5 
1938 0 . 3 8 4 2 0 . 3 6 0 3 0 . 3 4 5 0 0 . 3 4 7 4 
1939 0 . 3 7 4 6 0 . 3 6 0 4 0 . 3 4 4 2 0 . 3 4 6 6 
1940 0 . 3 7 0 8 0 . 3 6 0 5 0 . 3 4 3 5 0 . 3 4 6 0 
1 9 4 1 0 . 3 5 7 9 0 . 3 6 0 5 0 . 3 4 3 0 0 . 3 4 5 6 
1942 0 . 3 5 2 7 0 . 3 6 0 5 0 . 3 4 2 7 0 . 3 4 5 2 
1943 0 . 3 2 7 6 0 . 3 6 0 5 0 . 3 4 2 4 0 . 3 4 5 0 
Lucky S t r i k e 
Year A c t u a l NLP Maximum L i k e l i h o o d L e a s t S q u a r e s 
1925 0 . 2 0 2 8 0 . 2 0 2 8 0 . 2 0 2 8 0 . 2 0 2 8 
1926 0 . 1 8 9 9 0 . 2 4 6 9 0 . 2 4 8 6 0 . 2 4 8 0 
1927 0 . 2 2 3 6 0 . 2 8 6 3 0 . 2 8 1 3 0 . 2 8 0 2 
1928 0 . 3 0 3 9 0 . 3 1 6 1 0 . 3 0 5 3 0 . 3 0 3 5 
1929 0 . 3 6 1 6 0 . 3 3 6 1 0 . 3 2 3 0 0 . 3 2 0 8 
1930 0 . 4 1 1 8 0 . 3 4 8 3 0 . 3 3 6 3 0 . 3 3 3 7 
1 9 3 1 0 . 4 4 2 5 0 . 3 5 5 1 0 . 3 4 6 2 0 . 3 4 3 3 
1 9 3 2 0 . 4 4 9 8 0 . 3 5 8 3 0 . 3 5 3 7 0 . 3 5 0 4 
1933 0 . 4 0 0 8 0 . 3 5 5 1 0 . 3 5 9 3 0 . 3 5 5 8 
1934 0 . 3 3 0 1 0 . 3 5 8 3 0 . 3 6 3 6 0.359.8 
1935 0 . 3 0 1 3 0 . 3 5 9 6 0 . 3 6 6 8 0 . 3 6 2 9 
1936 0 . 2 9 0 6 0 . 3 5 9 8 0 . 3 6 9 2 0 . 3 6 5 1 
1937 0 . 2 9 4 9 0 . 3 5 9 5 0 . 3 7 1 0 0 . 3 6 6 8 
1938 0 . 3 1 9 5 0 . 3 5 9 2 0 . 3 7 2 3 0 . 3 6 8 1 
1939 0 . 3 3 5 8 0 . 3 5 8 8 0 . 3 7 3 3 0 . 3 6 9 1 
1940 0 . 3 5 0 0 0 . 3 5 8 6 0 . 3 7 4 1 0 . 3 6 9 8 
1 9 4 1 0 . 3 6 5 3 0 . 3 5 8 4 0 . 3 7 4 7 0 . 3 7 0 3 
1942 0 . 3 8 5 1 0 . 3 5 8 3 0 . 3 7 5 1 0 . 3 7 0 7 
1943 0 . 3 8 7 5 0 . 3 5 8 2 0 . 3 7 5 5 0 . 3 7 1 0 
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S a l e s F o r e c a s t s f o r Home H e a t i n g U n i t s 
An a d d i t i o n a l p r o b l e m t o w h i c h t h e NLP p r o c e d u r e was 
a p p l i e d d e a l t w i t h t h e f o r e c a s t i n g o f m a r k e t s h a r e s o f 
a l t e r n a t i v e t y p e s o f home h e a t i n g d e v i c e s . I n t h i s p r o b l e m , 
A l i E z z a t i e m p l o y e d t h e ML and B a y e s i a n e s t i m a t e s t o f o r e ­
c a s t f u t u r e r e q u i r e m e n t s f o r v a r i o u s t y p e s o f h e a t i n g u n i t s . 
U s i n g h i s r e p o r t e d a g g r e g a t e s a l e s d a t a , t h e NLP b e s t - f i t 
p r o c e d u r e was e m p l o y e d t o a r r i v e a t s e v e r a l d i f f e r e n t e s ­
t i m a t e s o f t h e m a t r i x . When t h e p r o c e d u r e was s t a r t e d a t 
t h e i n f o r m a t i o n l e s s u n i f o r m m a t r i x i t p r o d u c e d an e s t i m a t e 
h a v i n g a s q u a r e d e r r o r o f 0 . 0 2 7 3 . T h i s c o m p a r e s t o e r r o r s 
o f 0 . 0 3 0 8 and 0 . 0 5 8 9 f o r h i s maximum l i k l i h o o d and B a y e s i a n 
e s t i m a t e s . When t h e NLP p r o c e d u r e u s e d t h e s e e s t i m a t e s a s 
s t a r t i n g p o i n t s , an e r r o r o f 0 . 0 2 2 3 r e s u l t e d f o r b o t h o f t h e 
r e s u l t i n g s o l u t i o n s . The t h r e e r e s u l t i n g m a t r i c e s and 
E z z a t i ' s s o l u t i o n m a t r i c e s a r e f o u n d i n T a b l e 7 . Q u i t e good 
a g r e e m e n t i s f o u n d among t h e s e m a t r i c e s . 
W h i l e e x t r a p o l a t i o n u s i n g NLP m a t r i c e s i s n o t 
n e c e s s a r i l y v a l i d . T a b l e 8 shows c l o s e a g r e e m e n t w i t h f o r e ­
c a s t s o b t a i n e d t h r o u g h t h e u s e o f t h e a s y m p t o t i c a l l y e f f i ­
c i e n t u n b i a s e d , a s y m p t o t i c a l l y normal , c o n s i s t e n t ML e s t i m a t e s . 
One a d d i t i o n a l f i t t o E z z a t i ' s d a t a was g e n e r a t e d . 
From t h e d a t a i t a p p e a r e d t h a t t h e m a r k e t may h a v e u n d e r g o n e 
a c h a n g e i n t h e mid 1 9 5 0 ' s . The i n c r e a s e d u s a g e o f e l e c t r i c 
u n i t s from 1959 onward s u g g e s t s t h a t t h e p r o c e s s was n o t 
s t a t i o n a r y o v e r t h e t i m e p e r i o d 1 9 5 5 - 1 9 6 5 , b u t r a t h e r t h a t 
T a b l e 7 . T r a n s i t i o n P r o b a b i l i t y M a t r i c e s f o r S a l e s o f Home H e a t i n g D e v i c e s 
O i l 
NLP P r o c e d u r e 
O i l Gas E l e c t r i c 
0 . 8 1 6 0 0 . 1 8 4 0 0 . 0 0 0 0 
Gas 0 . 0 5 1 7 0 . 9 1 5 7 0 . 0 3 2 6 
E l e c t r i c 0 . 1 1 4 4 0 . 0 0 0 0 0 . 8 8 5 6 
NLP P r o c e d u r e NLP P r o c e d u r e 
O i l Gas E l e c t r i c O i l Gas E l e c t r i c 
0 . 8 1 6 5 0 . 1 8 3 5 0 . 0 0 0 0 
0 . 0 5 1 4 0 . 9 1 6 0 0 . 0 3 2 7 
0 . 1 1 4 9 0 . 0 0 0 0 0 . 8 8 5 1 
0 . 8 1 6 5 0 . 1 8 3 5 0 . 0 0 0 0 
0 . 0 5 1 3 0 . 9 1 6 0 0 . 0 3 2 7 
0 . 1 1 4 9 0 . 0 0 0 0 0 . 8 8 5 1 
E z z a t i ' s ML E z z a t i ' s B a y e s i a n 
O i l Gas E l e c t r i c O i l Gas E l e c t r i c 
O i l 0 . 8 2 5 0 0 . 1 7 5 0 0 . 0 0 0 0 0 . 8 5 6 3 0 . 1 0 2 5 0 . 0 4 1 2 
Gas 0 . 0 6 0 0 0 . 9 1 9 0 0 . 0 2 1 0 0 . 0 5 1 3 0 . 9 3 7 2 0 . 0 1 1 5 
E l e c t r i c 0 . 0 4 9 0 0 . 0 0 0 0 0 . 9 5 1 0 0 . 0 0 0 1 0 . 0 5 3 6 0 . 9 4 6 3 
T a b l e 8 . F o r e c a s t s o f A l t e r n a t i v e Types o f Home H e a t i n g U n i t s 
(Based on 1960 A c t u a l S a l e s ) . 
O i l B u r n e r s Gas B u r n e r s E l e c t r i c H e a t 
NLP ML B a y e s i a n NLP ML B a y e s i a n NLP ML B a y e s i a n 
1980 0 . 2609 0 . 2460 0 . 2 0 9 9 0 . 5783 0 . 5658 0 . 5 6 2 9 0 . 1 6 0 8 0 . 1 8 8 2 0 . 2 2 7 2 
1 9 8 1 0 . 2612 0 . 2458 0 . 2 0 8 6 0 . 5775 0 . 5635 0 . 5 6 1 2 0 . 1 6 1 3 0 . 1 9 0 7 0 . 2 3 0 1 
1982 0 . 2614 0 . 2456 0 . 2 0 7 5 0 . 5769 0 . 5613 0 . 5 5 9 7 0 . 1 6 1 7 0 . 1 9 3 1 0 . 2 3 2 8 
1983 0 . 2617 0 . 2455 0 . 2 0 6 4 0 . 5764 0 . 5593 0 . 5 5 8 3 0 . 1 6 2 0 0 . 1 9 5 2 0 . 2 3 5 3 
1984 0 . 2618 0 . 2453 0 . 2 0 5 4 0 . 5759 0 . 5574 0 . 5 5 7 0 0 . 1 6 2 2 0 . 1 9 7 3 0 . 2 3 7 6 
1985 0 . 2620 0 . 2452 0 . 2 0 5 4 0 . 5756 0 . 5556 0 . 5 5 5 8 0 . 1 6 2 4 0 . 1 9 9 2 0 . 2 3 9 7 
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t h e i n t r o d u c t i o n o f e l e c t r i c u n i t s w a s i n f l u e n c i n g t h e m a r k e t . 
A c c o r d i n g l y , a n o t h e r t r a n s i t i o n m a t r i x w a s c a l c u l a t e d w i t h 
d i s r e g a r d f o r t h e d a t a i n t h e p e r i o d 1 9 5 5 - 1 9 5 7 . T h e t o t a l 
s q u a r e d e r r o r a s s o c i a t e d w i t h t h i s m a t r i x w a s 0 . 0 0 7 9 4 , 
g i v i n g a n a v e r a g e e r r o r p e r o b s e r v a t i o n o f 0 . 0 0 0 2 2 . T h i s 
c o m p a r e s t o a n a v e r a g e e r r o r o f 0 . 0 0 0 4 9 w h e n t h e t i m e p e r i o d 
i s i n c l u d e d . 
S a m p l i n g C h a r a c t e r i s t i c s ; S i m u l a t e d A g g r e g a t e D a t a 
I n r e v i e w i n g t h e t r a d i t i o n a l e s t i m a t i o n t e c h n i q u e s 
a v a i l a b l e f o r a g g r e g a t e d a t a , L e e , J u d g e a n d Z e l l n e r [ 1 9 ] , 
g e n e r a t e a d a t a b a s e o f 1 0 0 0 i n d i v i d u a l s f r o m t h e M o n t e -
C a r l o s i m u l a t i o n . T h e a g g r e g a t e t i m e s e r i e s t h a t r e s u l t s f r o m 
s a m p l i n g t h i s d a t a b a s e f o r m s t h e b a s i s f o r t h e n e x t p r o b l e m . 
T h e NLP p r o c e d u r e w a s a p p l i e d t o t h e i r d a t a f o r t i m e p e r i o d s 
2 - 1 4 . T h e m a t r i x t h a t r e s u l t e d f r o m a u n i f o r m s t a r t i n g p o i n t 
i s g i v e n i n T a b l e 9 . T h e ML a n d B a y e s i a n ( l e p t o k u r t i c 
p r i o r ) e s t i m a t e s d e v e l o p e d b y L e e , J u d g e a n d Z e l l n e r a r e 
a l s o s h o w n h e r e . T h e s q u a r e d e r r o r t h a t r e s u l t s w h e n t h e NLP 
m a t r i x i s u s e d t o r e p l i c a t e t h e o b s e r v e d d a t a i s 0 . 0 0 2 4 4 . 
T h i s c o m p a r e s t o e r r o r s o f 0 . 0 0 3 1 4 a n d 0 . 0 0 4 3 5 f o r t h e M l 
a n d B a y e s i a n m a t r i c e s . 
As a t e s t o f t h e i r m a t r i c e s , L e e , J u d g e a n d Z e l l n e r 
p r o v i d e a C h i - s q u a r e t e s t t h a t d e p e n d s o n t h e a g g r e g a t e 
d a t a . I n t h e i r a p p l i c a t i o n t h e d a t a a t e a c h t i m e p e r i o d 
a r e e s t i m a t e d f r o m t h e d a t a a t t h e p r e v i o u s t i m e p e r i o d . 
A l t h o u g h t h i s i s n o t t h e c a s e w i t h o u r m e t h o d o f c o m p u t i n g 
T a b l e 9 . R e s u l t s f o r t h e S i m u l a t e d Data o f 
L e e , J u d g e and Z e l l n e r . 
Maximum L i k e l i h o o d E s t i m a t e s 
0 . 5 6 1 3 0 . 3 5 4 0 0 . 0 8 4 7 0 
0 . 1 2 1 2 0 . 5 3 5 8 0 . 3 4 3 0 0 
0 0 . 0 8 7 9 0 . 7 2 0 9 0 . 1 9 1 2 
0 0 0 . 0 8 6 1 0 . 9 1 3 9 
B a y e s i a n E s t i m a t e s ( L e p t o k u r t i c p r i o r ) 
0 . 6 0 0 1 0 . 3 9 9 9 0 0 
0 . 0 9 9 3 0 . 4 9 9 2 0 . 4 0 1 5 0 
0 0 . 0 9 8 1 0 . 7 0 2 2 0 . 1 9 9 7 
0 0 0 . 0 9 9 3 0 . 9 0 0 6 
N L P B e s t F i t ( U n i f o r m s t a r t ) 
0 . 6 1 9 5 0 . 1 6 5 4 0 . 2 1 5 4 0 
0 . 0 6 6 4 0 . 7 1 3 9 0 . 2 1 9 6 0 
0 . 0 1 3 0 0 . 0 4 3 6 0 . 7 4 6 1 0 . 1 9 7 3 
0 0 0 . 0 8 9 4 0 . 9 1 0 6 
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t h e p r o j e c t e d p r o p o r t i o n s , t h e C h i - s q u a r e t e s t c a n s t i l l 
b e u s e d . E s s e n t i a l l y t h e s t a t i s t i c i s u s e d t o t e s t t h e 
h y p o t h e s i s t h a t t h e o b s e r v e d ( a c t u a l ) d a t a c o u l d h a v e r e s u l t e d 
f r o m t h e p r o c e s s d e s c r i b e d b y t h e e s t i m a t e d t r a n s i t i o n m a t r i x . 
T h e f o r m o f t h e s t a t i s t i c i s g i v e n b e l o w . 
2 T r 
x (r-l)T=2 2 N ( t ) (Yi(t)-J ( t ) ) 2 / y . ( t ) 
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w h e r e t h e o b s e r v e d p r o p o r t i o n s a r e t h e y ^ ( t ) , t h e e s t i m a t e d 
p r o p o r t i o n s a r e t h e y ^ ( t ) , a n d N ( t ) d e n o t e s t h e n u m b e r o f 
i n d i v i d u a l s i n v o l v e d . T i s t h e n u m b e r o f t i m e p e r i o d s f o r 
w h i c h t h e p r e d i c t i o n i s m a d e , a n d r i s t h e r a n k o f t h e M a r k o v 
m a t r i x . B a s e d o n t h e v a l u e o f t h e s t a t i s t i c t h e o b s e r v e d 
p r o p o r t i o n s a r e c l a s s i f i e d a s u s u a l o r u n u s u a l . I f t h e o u t ­
c o m e s a r e f o u n d t o b e u s u a l i t may t e n t a t i v e l y b e c o n c l u d e d 
t h a t t h e o b s e r v e d p r o p o r t i o n s a r e n o t t h e o u t c o m e o f t h e 
p r o c e s s d e s c r i b e d b y t h e M a r k o v m a t r i x . T h i s r e f l e c t s b a c k 
o n t h e M a r k o v m a t r i x t o s a y t h a t p e r h a p s t h e e s t i m a t e i s 
n o t a g o o d o n e . T h i s i s a w e a k c o n c l u s i o n s i n c e i t i s q u i t e 
p o s s i b l e f o r u n u s u a l o b s e r v a t i o n s t o b e o b t a i n e d f r o m t h e 
a c t u a l p r o c e s s . 
T h e v a l u e s f o r t h e s t a t i s t i c s o b t a i n e d i n t h i s m a n n e r 
a r e a s f o l l o w s : F o r t h e ML e s t i m a t e o f L e e , J u d g e a n d 
Z e l l n e r a v a l u e o f 1 5 . 5 ; f o r t h e u s e o f t h i s e s t i m a t e t o 
p r o j e c t f u t u r e t i m e p e r i o d s f r o m p e r i o d 2 , a v a l u e o f 1 4 . 5 ; 
a n d f o r t h e b e s t NLP p r o j e c t i o n s f r o m p e r i o d 2 , a v a l u e o f 
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1 3 . 5 . When t h e NLP e s t i m a t e i s u s e d t o makes p r o j e c t i o n s 
i n t h e i r l i n e a r m a n n e r , t h e v a l u e i s 1 7 . 6 . A l l o f t h e s e 
e s t i m a t e s a r e w e - M b e l o w t h e c r i t i c a l v a l u e o f 4 7 . 1 f o r 
t h e C h i - s q u a r e w i t h 36 d e g r e e s o f f r e e d o m a t t h e 10% l e v e l . 
T h i s i s c o n s i s t e n t w i t h t h e h y p o t h e s i s t h a t t h e a g g r e g a t e 
( o b s e r v e d ) d a t a a r e o u t c o m e s o f t h e p r o c e s s r e p r e s e n t e d b y 
t h e a b o v e t r a n s i t i o n m a t r i c e s . 
I t s h o u l d b e n o t e d h e r e t h a t t h e u s e o f t h e C h i - s q u a r e 
s t a t i s t i c t o m e a s u r e t h e g o o d n e s s o f f i t o f t h e p r e d i c t e d 
p r o p o r t i o n s t o t h e o b s e r v e d p r o p o r t i o n s w h e n t h e p r e d i c t e d 
p r o p o r t i o n s a r e b a s e d o n a s i n g l e e a r l i e r t i m e p e r i o d 
d e v i a t e s s l i g h t l y f r o m t h e u s e made b y L e e , J u d g e , a n d 
Z e l l n e r , w h e r e t h e p r e d i c t e d p r o p o r t i o n s a r e m e a s u r e d f r o m 
t h e m o s t r e c e n t o b s e r v e d p r o p o r t i o n s . 
T h e R o s e - B e n g a l T r a n s p o r t M e c h a n i s m 
S a f f e r ' s i n v e s t i g a t i o n o f R o s e - B e n g a l t r a n s p o r t 
t h r o u g h t h e l i v e r [ 3 0 ] p r o v i d e s a u n i q u e t y p e o f p r o b l e m . 
B e c a u s e o f t h e i n t e r m i t e n t n a t u r e a n d g e n e r a l l a c k o f d a t a , 
s t a n d a r d ML o r l e a s t s q u a r e s t e c h n i q u e s c o u l d n o t b e a p p l i e d . 
T o c o u n t e r t h i s s i t u a t i o n S a f f e r t u r n e d t o a f o r m u l a t i o n 
s i m i l a r t o t h a t s u g g e s t e d i n t h i s r e s e a r c h . He a t t e m p t e d 
t o f i n d t h e s e t o f t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s t h a t p r o d u c e d a 
t r a n s i e n t s o l u t i o n g i v i n g a g o o d f i t t o t h a t d a t a t h a t w a s 
a v a i l a b l e . F i r s t , h e s i m p l i f i e d t h e p r o b l e m b y f i x i n g m a n y 
o f t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s . He t h e n a p p l i e d a c o m b i n a ­
t i o n o f H o o k e a n d J e e v e s p a t t e r n s e a r c h w i t h G a u s s l e a s t 
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s q u a r e s t o e s t i m a t e t h e r e m a i n i n g p a r a m e t e r s . T h e a p p l i c a t i o n 
o f t h e NLP s t e e p e s t d e s c e n t g r a d i e n t m e t h o d g a v e i d e n t i c a l 
r e s u l t s t o t h i s c o n s t r a i n e d p r o b l e m . ( T a b l e 1 0 ) . T h e o b j e c ­
t i v e v a l u e w a s 0 . 0 0 4 0 9 . 
R e l a x a t i o n o f t h e f i x e d p a r a m e t e r c o n s t r a i n t s m a k e s 
t h e p r o b l e m s o m e w h a t m o r e d i f f i c u l t b e c a u s e m o r e p a r a m e t e r s 
r e q u i r e e s t i m a t i o n . I t a l s o i n c r e a s e s t h e p o t e n t i a l f o r a 
g o o d f i t . When t h e NLP p r o c e d u r e w a s r e s t a r t e d a t t h e 
s o l u t i o n t o t h e c o n s t r a i n e d p r o b l e m a f u r t h e r r e d u c t i o n o f 
t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n t o 0 . 0 0 4 0 5 w a s a c h i e v e d , w h i l e m a i n ­
t a i n i n g t h e same l e v e l o f a c c u r a c y i n t h e t e r m i n a t i o n c r i t e r ­
i o n . 
When a n a t t e m p t w a s m a d e t o s o l v e t h e u n c o n s t r a i n e d 
v e r s i o n o f t h e p r o b l e m d i r e c t l y ( s t a r t e d f r o m t h e u n i f o r m 
m a t r i x ) v e r y s l o w c o n v e r g e n c e w a s e n c o u n t e r e d . A f t e r m a n y 
i t e r a t i o n s t h e v a l u e o f t h e o b j e c t i v e h a d d r o p p e d o n l y t o 
0 . 0 0 6 0 2 . T h i s f o r m u l a t i o n o f t h e p r o b l e m a p p e a r e d t o b e 
p a r t i c u l a r l y d i f f i c u l t f r o m t h e s t a n d p o i n t o f c o m p u t a t i o n a l 
t i m e . F i r s t , t h e l a r g e n u m b e r o f t i m e p e r i o d s ( 7 2 ) c o m b i n e d 
w i t h t h e o r d e r o f t h e m a t r i x ( 4 ) t o m a k e f u n c t i o n a l e v a l u a ­
t i o n s v e r y t i m e c o n s u m i n g . S e c o n d , t h e i n c l u s i o n o f t h e 
a d d i t i o n a l v a r i a b l e s c h a n g e s t h e d i r e c t i o n o f s t e e p e s t d e s c e n t 
s o t h a t some o f t h e z e r o / o n e v a r i a b l e s may m o v e f a r f r o m t h a t 
v a l u e f o r a t i m e . W h i l e t h i s i m p r o v e s t h e d i r e c t i o n o f 
s t e e p e s t d e s c e n t a t e a c h s t e p , i t d o e s n o t m a k e t h i s d i r e c t i o n 
p o i n t m o r e a c c u r a t e l y t o w a r d t h e o p t i m a l s o l u t i o n . 
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T a b l e 1 0 . S o l u t i o n s t o t h e R o s e - B e n g a l P r o b l e m 
C o n s t r a i n e d ( 0 , 1 ) S o l u t i o n M a t r i x (NLP, S a f f e r ) 
0 . 6 3 7 3 0 . 0 2 0 4 0 0 . 3 4 2 3 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 . 0 3 7 7 0 0 . 0 1 0 1 0 . 9 5 3 2 
R e l a x e d S o l u t i o n M a t r i x (NLP) 
0 . 6 3 6 2 0 . 0 2 1 9 0 0 . 3 4 1 9 
0 0 . 9 9 5 9 0 . 0 0 4 1 0 
0 0 1 0 
0 . 0 3 8 5 0 . 0 0 0 3 0 . 0 0 9 5 0 . 9 5 1 7 
I n d e p e n d e n t (Uni form S t a r t - u n c o n s t r a i n e d ) M a t r i x 
0 . 4 4 8 7 0 . 4 7 7 7 0 0 . 0 7 3 6 
0 . 1 9 9 1 0 . 6 4 8 2 0 0 . 1 5 2 8 
0 0 . 0 0 5 2 0 . 9 9 4 8 0 
0 0 . 0 2 9 6 0 . 0 1 2 7 0 . 9 5 7 7 
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I n l o o k i n g b a c k i t c a n be s e e n t h a t a p r i o r i f i x i n g 
o f some o f t h e p a r a m e t e r s a t , o r c l o s e t o , t h e i r o p t i m a l 
v a l u e i m p r o v e d t h e c o n v e r g e n c e o f t h e a l g o r i t h m . Even when 
t h e c o n s t r a i n t s w e r e r e l a x e d , t h e v a l u e s o f t h e f i x e d 
p a r a m e t e r s d i d n o t move f a r from t h e i r e a r l i e r z e r o / o n e 
v a l u e s . ( T a b l e 10 , M a t r i x 2) 
I n a t t e m p t i n g t o i m p r o v e t h e c o n v e r g e n c e o f t h e 
p r o c e d u r e when t h i s a p r i o r i i n f o r m a t i o n i s n o t a v a i l a b l e 
s e v e r a l a l t e r n a t i v e n o n - l i n e a r programming p r o c e d u r e s w e r e 
i n v e s t i g a t e d . A c y c l i c c o o r d i n a t e s e a r c h method d i d n o t 
work w e l l f o r l a r g e p r o b l e m s s i n c e t i m e - c o n s u m i n g l i n e 
s e a r c h e s w e r e r e q u i r e d i n e a c h d i r e c t i o n . A p a i r s a d j u s t m e n t 
p r o c e d u r e a l s o had t h e same p r o b l e m . As t h e rank o f t h e 
m a t r i x g r e w , t h e number o f p a i r s o f P ^ j S i n a row grew 
f a s t e r . T h e s e w e r e d i s c a r d e d i n f a v o r o f t h e g r a d i e n t 
method w h i c h r e q u i r e d o n l y a s i n g l e l i n e s e a r c h . Two 
a t t e m p t s w e r e made a t m o d i f i c a t i o n o f t h e b a s i c g r a d i e n t 
p r o c e d u r e f o r f a s t e r c o n v e r g e n c e . The f i r s t was t h e 
c o n j u g a t e g r a d i e n t a l g o r i t h m o f F l e t c h e r and R e e v e s . T h i s 
a p p r o a c h g e n e r a t e s new s e a r c h d i r e c t i o n s b a s e d on t h e 
c u r r e n t d i r e c t i o n o f s t e e p e s t d e s c e n t and on t h e p a s t 
movement and g r a d i e n t i n f o r m a t i o n . When a p p l i e d t o t h e 
a b o v e p r o b l e m t h i s method showed no c l e a r a d v a n t a g e o v e r t h e 
method o f s t e e p e s t d e s c e n t . The s e c o n d m o d i f i c a t i o n , a f i x e d -
s t e p a p p r o a c h w h i c h e l i m i n a t e d t h e t i m e - c o n s u m i n g l i n e 
s e a r c h i n f a v o r o f u p d a t i n g a s t e p d i s t a n c e a l s o was t r i e d 
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w i t h o u t s u c c e s s . 
S a f f e r [ 31] r e p o r t e d a s i m i l a r w i d e - r a n g i n g i n v e s t i ­
g a t i o n o f s o l u t i o n t e c h n i q u e s b e f o r e a r r i v i n g a t h i s 
c o m b i n a t i o n o f s i m p l i f y i n g a s s u m p t i o n s , p a t t e r n s e a r c h a n d 
G a u s s l e a s t s q u a r e s . S i n c e S a f f e r ' s c h o i c e p r o d u c e d i d e n t i ­
c a l r e s u l t s t o t h e c o n s t r a i n e d R o s e - B e n g a l p r o b l e m t h e 
q u e s t i o n a r i s e s a s t o w h e t h e r c o m b i n a t i o n o f t h e G a u s s l e a s t 
s q u a r e s w i t h t h e g r a d i e n t s e a r c h w o u l d p r o v i d e a g o o d m e t h o d 
f o r g e n e r a l s o l u t i o n o f t h e u n c o n s t r a i n e d p r o b l e m s . 
P r e l i m i n a r y e x p e r i m e n t a t i o n w i t h t h e u n c o n s t r a i n e d v e r s i o n 
o f S a f f e r ' s p r o b l e m i n d i c a t e d t h a t t h i s w a s n o t t h e c a s e . 
T h e u n c o n s t r a i n e d G a u s s l e a s t s q u a r e s p r o c e d u r e r e q u i r e s 
t h a t t h e i n i t i a l p o i n t b e f a i r l y c l o s e t o a l o c a l m i n i m u m . 
O t h e r w i s e t h e e s t i m a t e s g i v e n b y t h e p r o c e d u r e t e n d t o b e 
e x t r e m e l y l a r g e , v i o l a t i n g f e a s a b i l i t y . S a f f e r r e p o r t s 
s i m i l a r d i f f i c u l t i e s i n t h e a p p l i c a t i o n o f t h i s t e c h n i q u e . 
E s t i m a t i n g P a r a m e t e r s w i t h I n c o m p l e t e D a t a 
I n t h i s s e c t i o n t h e p e r f o r m a n c e o f t h e NLP m e t h o d 
f o r d e a l i n g w i t h i n c o m p l e t e d a t a w i l l b e i n v e s t i g a t e d . Two 
t y p e s o f i n c o m p l e t e n e s s w i l l b e c o n s i d e r e d . I n t h e f i r s t 
t y p e , c o m p l e t e d a t a a r e a v a i l a b l e o n o n e o r s e v e r a l s t a t e s 
a n d n o d a t a e x i s t s o n t h e p r o p o r t i o n s i n t h e r e m a i n i n g s t a t e s . 
I n t h e s e c o n d t y p e , d a t a i s a v a i l a b l e a b o u t e a c h s t a t e , b u t 
n o t a t e a c h t i m e p e r i o d . C o m b i n a t i o n s i n w h i c h some d a t a 
a r e a v a i l a b l e a b o u t a l l s t a t e s a t d i f f e r i n g t i m e p e r i o d s w i l l 
a l s o b e c o n s i d e r e d . 
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T h e a p p r o a c h t a k e n h e r e i s t o u s e s o m e o f t h e d a t a 
t h a t w e r e p r e s e n t e d i n t h e e a r l i e r s e c t i o n s a n d t o c o m p a r e 
t h e e s t i m a t e s d e r i v e d a f t e r d i s c a r d i n g s o m e o f t h i s d a t a 
w i t h t h e e s t i m a t e s p r e v i o u s l y d e r i v e d u n d e r c o n s i d e r a t i o n 
o f t h e f u l l d a t a . 
T h e f i r s t t y p e o f i n c o m p l e t e n e s s o c c u r s w h e n d a t a a r e 
a v a i l a b l e a b o u t o n e s t a t e , b u t w h e r e n o d a t a a r e a v a i l a b l e 
a b o u t o t h e r s t a t e s . I t i s a s s u m e d t h a t t h e t o t a l n u m b e r 
o f s t a t e s i s k n o w n . S u c h a c a s e c o u l d o c c u r i n i n d u s t r y . 
A m a n u f a c t u r e r m a y k n o w t h e t o t a l s a l e s o f h i s f i r m , a n d 
h e m a y a l s o k n o w t h e t o t a l s a l e s o f i n d u s t r y a s a w h o l e . 
H e m a y n o t k n o w t h e s a l e s o f h i s c o m p e t i t o r s , a n d s o w i l l 
b e u n a b l e t o d e t e r m i n e t h e i r m a r k e t p r o p o r t i o n s . H e w i l l 
b e a b l e t o d e t e r m i n e t h e p r o p o r t i o n o f t h e t o t a l i n d u s t r y 
t h a t h i s s a l e s m a k e u p . 
T e l s e r ' s c i g a r e t t e p r o b l e m w a s s e l e c t e d a s a t e s t 
p r o b l e m f o r t h i s s i t u a t i o n . T h e N L P p r o c e d u r e w a s u s e d 
t o d e r i v e e s t i m a t e s o f t h e p a r a m e t e r s b a s e d o n l y o n t h e 
a g g r e g a t e p r o p o r t i o n s i n t h e " C a m e l s " s t a t e . S e v e r a l r u n s 
w e r e m a d e . I n t h e f i r s t i t w a s a s s u m e d t h a t t h e a c t u a l 
p r o p o r t i o n s a t t h e t i m e z e r o w e r e k n o w n . T h i s m i g h t b e t h e 
c a s e w h e n c e n s u s - t y p e d a t a a r e c o l l e c t e d e v e r y t e n y e a r s . 
S u c h a y e a r c o u l d b e u s e d a s a s t a r t i n g p o i n t f o r t h e 
e s t i m a t i o n p r o c e d u r e . I n t h e s e c o n d a n d t h i r d r u n s t h i s 
a s s u m p t i o n w a s n o t m a d e . I n t h e s e c o n d r u n p r o p o r t i o n s 
r e m a i n i n g a f t e r s u b t r a c t i n g t h e k n o w n p r o p o r t i o n f r o m o n e 
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w e r e d i v i d e d u n e q u a l l y among t h e o t h e r t w o s t a t e s . I n t h e 
t h i r d r u n , o n e s t a t e w a s a s s i g n e d a z e r o v a l u e a n d t h e o t h e r 
s t a t e t o o k u p t h e s l a c k t o m e e t t h e u n i t y r e q u i r e m e n t . 
T h e s o l u t i o n m a t r i c e s t o t h e s e p r o b l e m s a r e g i v e n i n 
T a b l e 1 1 . T h e p r e v i o u s NLP e s t i m a t e , d e r i v e d u n d e r c o m p l e t e 
d a t a , a n d t h e m a x i m u m l i k e l i h o o d e s t i m a t e o f L e e , J u d g e a n d 
Z e l l n e r a r e a l s o g i v e n f o r c o m p a r i s o n . A g r e a t d e a l o f 
s i m i l a r i t i e s e x i s t b e t w e e n t h e s e m a t r i c e s . I n p a r t i c u l a r 
i t d o e s n o t a p p e a r t h a t a c c u r a t e k n o w l e d g e o f t h e T T ^ ( O ) 
i s n e c e s s a r y . T h i s c a n b e s e e n f r o m a c o m p a r i s o n o f m a t r i x 
w i t h m a t r i c e s 2 a n d 3 . 
I t a l s o s h o u l d b e n o t e d t h a t t h e p a r a m e t e r s o f 
p a r t i c u l a r i n t e r e s t t o t h e m a n u f a c t u r i n g d e c i s i o n - m a k e r 
r e m a i n s u r p r i s i n g l y s t a b l e a c r o s s t h e f i v e m a t r i c e s . T h e 
e l e m e n t s P ^ a r e a l l f a i r l y c l o s e t o g e t h e r . C a l c u l a t i o n o f 
t h e s t e a d y s t a t e c o n d i t i o n s c a n b e d o n e e a s i l y b y t h e 
d e c i s i o n - m a k e r s i n c e t h e y d o n o t d e p e n d o n t h e T T ^ ( O ) . T h e s e 
a r e g i v e n i n T a b l e 1 2 . 
N o t i c e t h a t , a l t h o u g h t h e s t e a d y s t a t e p r o p o r t i o n s 
a s s o c i a t e d w i t h s t a t e s 2 a n d 3 v a r y c o n s i d e r a b l y , t h e 
p a r a m e t e r o f i n t e r e s t , t h e m a r k e t s h a r e o f c o m p a n y 1 , " C a m e l 
i s f a i r l y c o n s t a n t a c r o s s t h e m a t r i c e s . T h i s m e a n s t h a t t h e 
NLP t e c h n i q u e c a n b e u s e d t o p r o j e c t t h e m a r k e t s h a r e o f a 
c o m p a n y w h e n o n l y t h e m a r k e t p r o p o r t i o n s f o r t h a t c o m p a n y 
a r e k n o w n . T h e d e c i s i o n - m a k e r d o e s n o t r e q u i r e i n f o r m a t i o n 
o n t h e m a r k e t p r o p o r t i o n s o f h i s c o m p e t i t o r s , o r o n t h e 
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T a b l e 1 1 . S o l u t i o n M a t r i c e s t o T e l s e r s C i g a r e t t e 
P r o b l e m w i t h I n c o m p l e t e D a t a . 
M a t r i x 1 - I n i t i a l t t . ( O ) K n o w n 
l j 
0 . 6 9 9 8 0 . 3 0 0 2 0 
0 0 . 7 4 8 3 0 . 2 5 1 7 
0 . 4 8 0 2 0 0 . 5 1 9 8 
M a t r i x 2 - t t ^ ( 0 ) K n o w n 7 1 2 ( 0 ) , t t ^ O ) d i v i d e d u p 
0 . 6 9 1 4 0 . 3 0 8 6 0 
0 0 . 7 2 6 1 0 . 2 7 3 9 
0 . 4 4 6 7 0 0 . 5 5 3 3 
M a t r i x 3 - t t 1 ( 0 ) K n o w n t t 2 ( 0 ) = 0 , ^ ( 0 ) = 1 - 7 ^ ( 1 ) 
0 . 6 8 1 3 0 . 3 1 8 7 0 
0 0 . 6 1 0 4 0 . 3 8 9 6 
0 . 3 1 7 9 0 0 . 6 8 2 1 
M a t r i x 4 - S o l u t i o n t o p r e v i o u s p r o b l e m - a l l d a t a k n o w n 
0 . 7 8 5 1 0 0 . 2 1 4 9 
0 . 2 1 6 2 0 . 7 3 8 1 . 0 . 0 4 5 7 
0 0 . 3 3 3 3 0 . 6 6 6 7 
M a t r i x 5 - ML e s t i m a t e o f L e e , J u d g e , & Z e l l n e r - a l l d a t a k n o w n 
0 . 6 6 8 9 0 . 1 4 2 5 0 . 1 8 8 6 
0 0 . 8 7 0 7 0 . 1 2 9 3 
0 . 4 0 1 1 0 . 0 0 0 0 0 . 5 9 8 9 
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T a b l e 1 2 . S t e a d y S t a t e M a r k e t P r o j e c t i o n s 
0 . 3 4 1 7 0 . 3 7 6 3 0 . 2 8 2 0 
M a t r i x 1 - I n i t i a l T T ^ ( O ) Known 
0 . 3 5 4 9 0 . 4 2 3 3 0 . 2 2 1 9 
M a t r i x 2 - T T ^ ( 0 ) U n k n o w n 
0 . 3 5 4 9 0 . 3 9 9 9 0 . 2 4 5 2 
M a t r i x 3 - T T - ^ ( O ) U n k n o w n 
0 . 3 5 4 5 0 . 2 9 0 0 0 . 3 5 5 4 
M a t r i x 4 - A l l d a t a k n o w n 
0 . 3 6 0 4 0 . 3 5 8 2 0 . 2 8 1 5 
M a t r i x 5 - ML e s t i m a t e o f L e e , J u d g e , a n d Z e l l n e r 
60 proportins at time zero. As might be expected, the erors resulting from the fit to the single state wer very similar for each of these matrices. They wer, for matrices 1, 2, 3, 4, and 5, 0.1860, 0.1840, 0.1823, 0.2458, and 0.2806, respectively. Obviously the requirement that the extra dat  in curves 2 and 3 be considerd has had a greater efect than the absence of information about IT. (0) . 
l The above method appears to work wel when the manufacture knows the number of competiors, and so, is able to detrmine the rank of the Markov matrix. This is not always the case. When a new competitor enters the field, there is some uncertainty about the point at whic  he should be considerd major enough to be given a place in the model. This point was adresed by runing the same problem with difering numbers of competiors. Four and five state Markov chains wer postulated. The steady state results of three runs are given below: Run 1 (4x4) (0.350 0.1680 0.2647 0.2123) Run 2 (4x4) (0.3561 0.1765 0.2458 0.216) Run 3 (5x5) (0.3630 0.1763 0.1487 0.175  0.1364) iT̂(n) again shows god agrement with the values in Table 13. This means that it is not necesary to know the number of market competiors. A reasonable estimate of the rank of the proces wil sufice. In the above discusion it has ben asumed that 
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c o m p l e t e t i m e - o r d e r e d i n f o r m a t i o n o n t h e s t a t e i n q u e s t i o n 
h a s b e e n a v a i l a b l e . " T y p e t w o " i n c o m p l e t e n e s s r e s u l t s w h e n 
some d a t a a r e a v a i l a b l e o n some o r a l l s t a t e s , b u t n o t a t a l l 
t i m e p e r i o d s . T h i s w a s t h e c a s e i n t h e R o s e - B e n g a l t r a n s p o r t 
p r o b l e m w h e r e c o m p l e t e t i m e - o r d e r e d s a m p l e s c o u l d n o t b e 
o b t a i n e d . 
A s a f u r t h e r i n v e s t i g a t i o n i n t o t h i s t y p e o f e r r o r 
t h e h o m e - h e a t i n g - f u e l p r o b l e m [ 5 ] w i l l b e u s e d f o r a t e s t . 
E a r l i e r , t h e t r a n s i t i o n p a r a m e t e r s f o r t h i s p r o b l e m w e r e 
e s t i m a t e d b y t h e u s e o f t h e NLP t e c h n i q u e a n d c o m p l e t e d a t a . 
S u c c e s s i v e o b s e r v a t i o n s h a v e b e e n d e l e t e d f r o m t h i s s e t o f 
d a t a a n d t h e NLP e s t i m a t e w a s d e t e r m i n e d a t e a c h s t a g e . 
O f t h e o r i g i n a l 45 d a t a p o i n t s ( 1 5 t i m e p e r i o d s b y 3 s t a t e s ) 
2 1 w e r e i n i t i a l l y d e l e t e d , l e a v i n g 2 4 . S u b s e q u e n t d e l e t i o n s 
l e f t 1 8 , 1 4 , a n d 7 d a t a p o i n t s . T h e r e s u l t i n g NLP e s t i m a t e s 
a r e g i v e n i n T a b l e 1 3 . M a t r i c e s 1 , 2 , 3 , a n d 4 a r e a l m o s t 
i d e n t i c a l ; i t i s n o t u n t i l t h e d a t a a r e r e d u c e d t o o n l y 
7 d a t a p o i n t s t h a t c h a n g e s b e g i n t o t a k e p l a c e i n t h e m a t r i x . 
E r r o r s a s s o c i a t e d w i t h r e p l i c a t i o n o f t h e c o m p l e t e s e t o f 
d a t a b y t h e s e m a t r i c e s a r e 0 . 0 2 2 3 0 , 0 . 0 2 3 4 1 , 0 . 0 2 3 2 6 , 0 . 0 2 2 2 1 , 
a n d 0 . 0 7 2 0 8 f o r t h e f i v e m a t r i c e s , r e s p e c t i v e l y . T h i s 
d e m o n s t r a t e s t h e r o b u s t n e s s o f t h e NLP p r o c e d u r e w h e n d a t a 
a r e i n c o m p l e t e . 
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T a b l e 1 3 . Home H e a t i n g F u e l 
M a t r i x 1 - C o m p l e t e Data (45 P o i n t s ) 
0 . 8 1 6 0 0 . 1 8 4 0 0 
0 . 0 5 1 7 0 . 9 1 5 7 0 . 0 3 2 6 
0 . 1 1 4 4 0 0 . 8 8 5 6 
M a t r i x 2 - 2 4 Data P o i n t s 
0 . 7 9 5 1 0 . 2 0 4 9 0 
0 . 0 6 7 8 0 . 9 0 4 9 0 . 0 2 7 3 
0 . 0 8 0 8 0 0 . 9 1 9 1 
M a t r i x 3 - 18 Data P o i n t s 
0 . 8 2 6 9 0 . 1 7 3 1 0 
0 . 0 5 1 6 0 . 9 2 0 0 0 . 0 2 8 4 
0 . 0 9 1 9 0 0 . 9 0 8 1 
M a t r i x 4 - 1 4 Data P o i n t s 
0 . 8 3 8 2 0 . 1 6 1 8 0 
0 . 0 5 0 0 0 . 9 2 3 5 0 . 0 2 6 5 
0 . 0 7 9 2 0 0 . 9 2 0 8 
M a t r i x 5 - 7 Data P o i n t s 
0 . 8 1 1 7 0 . 1 8 8 3 0 
0 . 0 7 6 3 0 , 8 2 5 1 0 . 0 9 8 7 
0 0 . 4 3 9 3 0 . 5 6 0 7 
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C o m p u t a t i o n a l E x p e r i e n c e 
I n t h e s e a r c h f o r a g o o d m e t h o d o f s o l v i n g t h e n o n ­
l i n e a r p r o g r a m m i n g p r o b l e m s e v e r a l m e t h o d s w e r e t r i e d . E a c h 
o f t h e s e w e r e e v a l u a t e d o n a n u m b e r o f p r o b l e m s w i t h some 
m e t h o d s r e c e i v i n g c o n s i d e r a b l e a t t e n t i o n a n d some b e i n g r e ­
j e c t e d a l m o s t i m m e d i a t e l y . One c y c l i c c o o r d i n a t e m e t h o d w a s 
t r i e d o n o v e r a h u n d r e d p r o b l e m s b e f o r e i t w a s r e j e c t e d . 
D i f f e r e n t s t a r t i n g p o i n t s a n d d i f f e r e n t c o n v e r g e n c e c r i t e r i a 
w e r e t r i e d . M e t h o d s o f a d j u s t m e n t o f t h e s e p a r a m e t e r s w e r e 
d e v e l o p e d . I t w a s f o u n d t h a t t h e c y c l i c m e t h o d w o r k e d b e s t 
w h e n t h e c o o r d i n a t e d i r e c t i o n s w e r e r a n k e d a c c o r d i n g t o t h e i r 
p o t e n t i a l f o r i m p r o v i n g t h e o b j e c t i v e . A f t e r m a n y e v a l u a t i o n s 
t h e c y c l i c c o o r d i n a t e a p p r o a c h w a s d i s c a r d e d i n f a v o r o f a 
g r a d i e n t m e t h o d . A l t h o u g h t h e g r a d i e n t i n f o r m a t i o n w a s n o t 
a v a i l a b l e , i t c o u l d b e a p p r o x i m a t e d t h r o u g h u s e o f t h e f o r w a r d 
a n d r e a r w a r d d i f f e r e n c e e q u a t i o n s . T h e e x t r a t i m e r e q u i r e d 
t o m a k e t h e s e a p p r o x i m a t i o n s w a s m o r e t h a n b a l a n c e d b y t h e 
s a v i n g s a s s o c i a t e d w i t h a s i n g l e l i n e s e a r c h . 
E v e n w i t h t h e i m p r o v e d m e t h o d c o m p u t a t i o n a l t i m e s r e ­
m a i n e d q u i t e h i g h w i t h 1 0 m i n u t e s o f CPU t i m e a n d 8 0 , 0 0 0 
f u n c t i o n a l e v a l u a t i o n s b e i n g common o c c u r r e n c e s w h e n a l l 
e l e m e n t s o f t h e g r a d i e n t w e r e r e q u i r e d t o b e l e s s t h a n 1 x 1 0 
S h a r p e r c o n v e r g e n c e , o f c o u r s e , r e q u i r e d e v e n l o n g e r t i m e s ; 
c o n v e r s e l y , c o m p u t a t i o n a l s a v i n g s , b u t l o s s o f a c c u r a c y w e r e 
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a s s o c i a t e d w i t h c o n v e r g e n c e t o g r a d i e n t s o f o n l y 1 x 1 0 
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T h e p e r f o r m a n c e o f t h e m e t h o d v a r i e d c o n s i d e r a b l y 
o v e r t h e p r o b l e m s s o l v e d . P r o b l e m s w i t h m o r e s t a t e s a n d m o r e 
t i m e p e r i o d s r e q u i r e d m o r e t i m e t h a n s m a l l e r p r o b l e m s . T h e 
n u m b e r o f p a r a m e t e r s t o b e e s t i m a t e d p l a y e d a n i m p o r t a n t 
p a r t i n t h e c o n v e r g e n c e , w i t h t h e c o n s t r a i n e d R o s e - B e n g e l 
p r o b l e m c o n v e r g i n g i n q u i t e a r e a s o n a b l e a m o u n t o f t i m e 
( 1 6 2 s e c o n d s ) a n d o n l y 8 , 5 0 0 f u n c t i o n a l e v a l u a t i o n s ( i n c l u d i n g 
t h o s e r e q u i r e d t o d e t e r m i n e t h e g r a d i e n t ) . T h e u n c o n s t r a i n e d 
R o s e - B e n g a l p r o b l e m w a s t e r m i n e d d u e t o s l o w c o n v e r g e n c e 
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( a t t h e 1 x 1 0 g r a d i e n t l e v e l ) a f t e r 2 , 4 0 0 s e c o n d s a n d 
8 0 , 0 0 0 f u n c t i o n a l e v a l u a t i o n s . 
C o m p u t a t i o n a l t i m e a l s o d e p e n d e d o n t h e c h o i c e o f 
s t a r t i n g g u e s s a n d s e a r c h p a r a m e t e r s . T h e r e w a s n o a p p a r e n t 
w a y t o p i c k t h e b e s t s t a r t i n g g u e s s b y a p r i o r i a n a l y s i s 
o f t h e d a t a . I t w a s f o u n d , h o w e v e r , t h a t f o r f u l l y d e t e r m i n e d 
( c o m p l e t e d a t a ) p r o b l e m s t h e u n i f o r m s t a r t i n g m a t r i x g e n e r a l l y 
w o r k e d w e l l . F o r s e v e r a l l y u n d e r d e t e r m i n e d p r o b l e m s , h o w e v e r , 
i t w a s d i f f i c u l t t o p i c k a w o r s e s t a r t i n g p o i n t t h a n t h e 
u n i f o r m m a t r i x . T h i s w a s b e c a u s e t h e g r a d i e n t e v a l u a t i o n 
p r o c e d u r e w a s u n a b l e t o c h o o s e b e t w e e n e q u a l l y a t t r a c t i v e o r 
u n a t t r a c t i v e s t a t e s . U n l e s s i n f o r m a t i o n w a s a v a i l a b l e a b o u t 
m o r e t h a n o n e s t a t e , e i t h e r a t t i m e z e r o o r a t l a t e r t i m e s , 
t h e u n i f o r m m a t r i x w o u l d n o t w o r k a s a s t a r t i n g m a t r i x . F o r 
t h e s e p r o b l e m s a r b i t r a r y s t a r t i n g g u e s s e s , w i t h t h e r o w s 
o f t h e m a t r i x a s d i s s i m i l a r a s p o s s i b l e , p e r f o r m e d b e s t . 
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In t h e f i r s t f ew s t e p s t h e g r a d i e n t method r e d u c e d 
t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n by a c o n s i d e r a b l e amount ( F i g u r e 4 ) , 
b u t t h e n c o n v e r g e n c e s l o w e d . T h i s c o u l d b e h e l p e d by a p p r o ­
p r i a t e c h o i c e s o f t h e g r a d i e n t d e t e r m i n a t i o n s t e p p a r a m e t e r 
A , and o f t h e l i n e s e a r c h t e r m i n a t i o n c r i t e r i o n . A A o f 
0 . 0 0 0 1 worked w e l l i n t h e i n i t i a l p h a s e s , w i t h l a t e r r e d u c t i o n 
t o 0 . 0 0 0 0 0 0 0 1 r e q u i r e d t o g e t c o n v e r g e n c e . I n t h e b e g i n n i n g , 
t h e g r a d i e n t ( s t e e p e s t d e s c e n t ) d i r e c t i o n d i d n o t n e c e s s a r i l y 
p o i n t t o w a r d t h e t r u e opt imum, s o i n a c c u r a c i e s i n t h e d i r e c t i o n 
w e r e u n i m p o r t a n t . Wi th a A o f 0 . 0 0 0 1 o n l y t h o s e p a r a m e t e r s 
t h a t c o u l d c o n t r i b u t e s i g n i f i c a n t l y t o t h e r e d u c t i o n o f t h e 
o b j e c t i v e w e r e c h a n g e d . As t h e p r o c e d u r e a p p r o a c h e d t h e 
opt imum, h o w e v e r , more a c c u r a t e i n f o r m a t i o n was r e q u i r e d . 
S i m i l a r l y , e a r l y i n t h e p r o c e d u r e a c o a r s e l i n e s e a r c h 
s u f f i c e d ; l a t e r , h o w e v e r , g r e a t e r a c c u r a c y was r e q u i r e d . 
T y p i c a l v a l u e s f o r t h e l i n e s e a r c h p a r a m e t e r r a n g e d from 
- 2 - 5 
1 x 1 0 t o 1 x 10 . The c o m p u t e r program was s e t up s o 
t h a t t h e u s e r c o u l d p e r i o d i c a l l y a d j u s t t h e s e p a r a m e t e r s . 
F i n a l l y , i n t h e i m m e d i a t e n e i g h b o r h o o d o f t h e opt imum, 
o s c i l l a t i o n c o u l d o c c u r a t t h e b o t t o m o f a s t e e p v a l l e y . 
Here t h e g r a d i e n t e l e m e n t s c h a n g e s i g n from o n e i t e r a t i o n t o 
t h e n e x t . At t h i s p o i n t some method t h a t d o e s n o t move i n 
t h e d i r e c t i o n o f s t e e p e s t d e s c e n t w o u l d b e p r e f e r r e d . 
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CHAPTER V 
CONCLUSIONS AND RECOMMENDATIONS 
I n t h e p r e c e d i n g c h a p t e r s t h e NLP m e t h o d f o r e s ­
t i m a t i n g t h e p a r a m e t e r s o f a M a r k o v p r o c e s s f r o m a g g r e g a t e 
d a t a w a s d e v e l o p e d a n d a p p l i e d t o s e v e r a l a p p l i c a t i o n s 
p r o b l e m s , a n d c o m p a r i s o n s w e r e m a d e w i t h e s t i m a t e s a r r i v e d 
a t i n t h e t r a d i t i o n a l m a n n e r . 
O v e r a l l P e r f o r m a n c e 
I n t h e p r o b l e m s o f T e l s e r [ 3 4 ] a n d E z z a t i [ 5 ] a n d 
i n t h e s i m u l a t e d e x p e r i m e n t o f L e e , J u d g e a n d Z e l l n e r [ 1 8 ] 
t h e p r o c e d u r e r e p r o d u c e d o b s e r v e d d a t a q u i t e w e l l a n d g a v e 
b e t t e r c u r v e f i t s t h a n t r a d i t i o n a l m e t h o d s . I n o n e c a s e 
p r o j e c t i o n s w e r e m a d e u s i n g b o t h t h e NLP e s t i m a t e a n d t h e 
a s y m p t o t i c a l l y e f f i c i e n t , u n b i a s e d , a s y m p t o t i c a l l y n o r m a l , 
c o n s i s t e n t m a x i m u m l i k e l i h o o d e s t i m a t e . W h i l e t h e NLP 
e s t i m a t e d o e s n o t h a v e t h e s e p r o p e r t i e s , c l o s e a g r e e m e n t 
w a s f o u n d . 
T h e a p p l i c a b i l i t y o f t h e NLP p r o c e d u r e w a s e x t e n d e d 
b y a l l o w i n g t h e i n v e s t i g a t o r t o f i x c e r t a i n e l e m e n t s i n 
t h e t r a n s i t i o n m a t r i x . I n t h i s w a y a s s u m p t i o n s o r k n o w l e d g e 
a b o u t t h e t r a n s i t i o n s o f t h e m i c r o d a t a may b e e x a m i n e d o r 
e x p l o i t e d . T h e i n v e s t i g a t o r c a n t e s t v a r y i n g a s s u m p t i o n s 
b a s e d o n p e r s o n a l e x p e r i e n c e a n d b a c k g r o u n d w h i c h c o u l d n o t 
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r e a d i l y b e t e s t e d w i t h t r a d i t i o n a l p r o c e d u r e s . 
T h e a b i l i t y o f t h e NLP p r o c e d u r e t o h a n d l e i n c o m p l e t e 
a g g r e g a t e d a t a w a s d e m o n s t r a t e d f o r s e v e r a l p r o b l e m s . I n 
t h e R o s e - B e n g a l T r a n s p o r t p r o b l e m [ 3 1 ] some d a t a w e r e a v a i l ­
a b l e f o r e a c h s t a t e , b u t t h e s e o b s e r v a t i o n s w e r e a r b i t r a r i l y 
d i s t r i b u t e d a l o n g t h e t i m e a x i s . S t a n d a r d t e c h n i q u e s c o u l d 
n o t c o p e . T h e NLP p r o c e d u r e w a s c o m p a r e d t o a n i n d e p e n d e n t l y 
d e v e l o p e d n o n - l i n e a r p r o g r a m m i n g p r o c e d u r e ; t h e r e s u l t s w e r e 
i d e n t i c a l . 
I n v e s t i g a t i o n o f t h e p e r f o r m a n c e o f t h e NLP i n 
s o l v i n g p r o b l e m s o f t h i s t y p e w a s m a d e w i t h t w o a d d i t i o n a l 
p r o b l e m s . F o r t h e Home H e a t i n g U n i t p r o b l e m , p r e v i o u s l y 
s o l v e d w i t h c o m p l e t e d a t a , s e v e r a l t e s t s w e r e made i n w h i c h 
l a r g e r a n d l a r g e r n u m b e r s o f o b s e r v a t i o n s w e r e d i s c a r d e d . 
T h e r e s u l t s a r r i v e d a t i n t h i s m a n n e r w e r e n e a r l y a s g o o d 
a s t h e r e s u l t s o b t a i n e d w i t h f u l l d a t a . E r r o r s i n r e p l i ­
c a t i n g o b s e r v e d d a t a i n a l l c a s e s w e r e l e s s t h a n o b t a i n e d 
b y t r a d i t i o n a l m e t h o d s . T h e m a t r i c e s t h e m s e l v e s c l o s e l y 
r e s e m b l e d t h e m a t r i x o b t a i n e d u n d e r t h e m a x i m u m l i k e l i h o o d 
a p p r o a c h . 
I n t h e b r a n d s w i t c h i n g p r o b l e m a s e c o n d t y p e o f 
i n c o m p l e t e d a t a w a s i n v e s t i g a t e d . H e r e , i t w a s a s s u m e d 
t h a t i n f o r m a t i o n w a s a v a i l a b l e o n o n l y o n e s t a t e . I t w a s 
s h o w n t h a t t h e s t e a d y s t a t e p r o p o r t i o n f o r t h i s c u r v e c a n 
b e a c c u r a t e l y d e r i v e d i n t h e a b s e n c e o f i n f o r m a t i o n a b o u t 
t h e i n i t i a l s t a t e p r o p o r t i o n s , t h e T T . ( O ) , o r t h e a c t u a l 
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s i z e o f t h e s t a t e s p a c e . 
I n summary, t h e NLP t e c h n i q u e c a n p r o v i d e f o u r t h i n g s : 
1) I n t h e p r e s e n c e o f c o m p l e t e i n f o r m a t i o n t h e t e c h n i q u e 
p r o v i d e s a s g o o d an e s t i m a t e a s t h e t r a d i t i o n a l m e t h o d s 
w i t h r e s p e c t t o r e p l i c a t i n g t h e o b s e r v e d d a t a . Use o f t h e 
s q u a r e d e r r o r m e t r i c i s n o t r e q u i r e d . 
2) The t e c h n i q u e p r o v i d e s t h e c a p a b i l i t y , n o t a v a i l a b l e 
w i t h t r a d i t i o n a l m e t h o d s f o r t h e m o d e l e r t o t e s t a s s u m p t i o n s 
a b o u t t h e b e h a v i o r o f t h e m i c r o d a t a . 
3) In t h e a b s e n c e o f c o m p l e t e i n f o r m a t i o n a b o u t a l l s t a t e s 
and a l l t i m e p e r i o d s t h e t e c h n i q u e i s s t i l l a b l e t o o b t a i n 
a g o o d e s t i m a t e o f t h e t r a n s i t i o n m a t r i x . 
4) I n t h e p r e s e n c e o f i n f o r m a t i o n a b o u t o n l y o n e s t a t e t h e 
t e c h n i q u e i s a b l e t o p r o v i d e an e s t i m a t e o f t h e t r a n s i t i o n 
m a t r i x t h a t g i v e s a g o o d f i t t o t h e s t e a d y s t a t e s o l u t i o n 
f o r t h e known s t a t e . 
R e c o m m e n d a t i o n s f o r F u r t h e r R e s e a r c h 
Two a r e a s f o r f u r t h e r d e v e l o p m e n t h a v e a r i s e n from 
t h i s r e s e a r c h , b o t h a imed a t i m p r o v i n g t h e p e r f o r m a n c e o f 
t h e NLP p r o c e d u r e i n s o l v i n g r e a l p r o b l e m s . As was p o i n t e d 
o u t i n C h a p t e r IV t h e NLP a p p r o a c h s o m e t i m e s e x p e r i e n c e s 
s t a l l i n g o f t h e c o n v e r g e n c e s e q u e n c e . T h i s o c c u r s when 
t h e p r o c e d u r e i s mov ing a l o n g t h e b o t t o m o f a narrow v a l l e y . 
E l e m e n t s o f t h e g r a d i e n t c h a n g e s i g n from p o s i t i v e t o 
n e g a t i v e and b a c k a g a i n a s new p o i n t s a r e a c c e p t e d . E s s e n ­
t i a l l y t h e s t e e p e s t d e s c e n t d i r e c t i o n c a u s e s t h e p r o c e d u r e 
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t o j u m p b a c k a n d f o r t h a c r o s s t h e v a l l e y r a t h e r t h a n 
p r o c e e d i n g d o w n t h e v a l l e y . T h i s i s a t y p i c a l p r o b l e m w i t h 
t h e m e t h o d o f s t e e p e s t d e s c e n t . 
A l t h o u g h some o t h e r a l g o r i t h m s w e r e t r i e d i n t h i s 
r e s e a r c h a n d a l s o i n d e p e n d e n t l y b y S a f f e r , n o s y s t e m a t i c 
s u r v e y h a s b e e n made o f t h e a b i l i t y o f t h e n o n - l i n e a r 
p r o g r a m m i n g a l g o r i t h m s c u r r e n t l y a v a i l a b l e t o s o l v e 
p r o b l e m s o f t h i s t y p e . A t t h e c o s t o f i n c r e a s e d c o m p u t e r 
s t o r a g e a n d a l g o r i t h m i c c o m p l e x i t y t h e v a r i a b l e m e t r i c 
m e t h o d o f D a v i d o n , F l e t c h e r , a n d P o w e l l w h i c h h a s b e e n 
d e m o n s t r a t e d t o p e r f o r m w e l l o n a n u m b e r o f p r o b l e m s [ 1 0 ] 
c o u l d b e e m p l o y e d . T h i s m e t h o d m a k e s a g r a d u a l c h a n g e o v e r 
f r o m t h e d i r e c t i o n o f s t e e p e s t d e s c e n t t o N e w t o n ' s d i r e c t i o n 
a s i n f o r m a t i o n o n t h e s e c o n d d e r i v a t i v e s i s a c c u m u l a t e d . 
T h e s e a r c h m e t h o d s o f P o w e l l [ 2 6 ] a n d [ 2 7 ] w h i c h d o n o t 
r e q u i r e f i r s t d e r i v a t i v e s a t e a c h s t a g e a l s o s h o w p r o m i s e . 
A s e c o n d a r e a o f p o t e n t i a l p a y o f f i s i n o b t a i n i n g a 
g o o d s t a r t i n g g u e s s o f t h e t r a n s i t i o n m a t r i x . A n y n o n ­
l i n e a r p r o g r a m m i n g m e t h o d w i l l p e r f o r m b e t t e r i f s t a r t e d 
c l o s e t o t h e o p t i m a l s o l u t i o n . I t s e e m s p o s s i b l e t h a t some 
g u e s s o f t h e o p t i m a l s o l u t i o n may b e made s u b j e c t i v e l y b y 
t h e e x p e r i m e n t e r . I d e a l l y t h i s w o u l d n o t r e q u i r e t h e u s e 
o f a c o m p l i c a t e d c o m p u t a t i o n a l s c h e m e , w h i c h w o u l d i n v o l v e 
a s much w o r k a s o b t a i n i n g a r e a s o n a b l e e s t i m a t e f r o m a p o o r 
o n e v i a t h e n o n - l i n e a r p r o g r a m m i n g a p p r o a c h , b u t r a t h e r 
w o u l d b e b a s e d o n t h e g e n e r a l s h a p e o f t h e d a t a c u r v e s . 
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L o r e o n t h e a n a l y t i c g e o m e t r y o f M a r k o v t r a n s i e n t s o l u t i o n s 
g a i n e d i n t h e c o u r s e o f t h i s r e s e a r c h s u g g e s t s t h a t , w i t h 
e x p e r i e n c e , o n e c o u l d s o m e t i m e s p r e d i c t w h i c h e l e m e n t s i n 
t h e t r a n s i t i o n m a t r i x s h o u l d b e l a r g e o r s m a l l . T h e h i g h 
d e g r e e o f i n t e r a c t i o n a m o n g t h e e l e m e n t s i n t h e t r a n s i t i o n 
m a t r i x i n g e n e r a t i n g c u r v e s , h o w e v e r , t e n d s t o m a k e t h i s 
p r o c e d u r e s o m e w h a t i m p r e c i s e . A s p e c i f i c e f f o r t c o u l d b e 
m a d e t o g e n e r a t e a " d i c t i o n a r y " o f g e n e r a l c u r v e s h a p e s 
f r o m w h i c h a l i k e l y s t a r t i n g g u e s s c o u l d b e p i c k e d . 
A P P E N D I X 
F O R T R A N L I S T I N G S F O R 
M A J O R S E C T I O N S O F T H E 
N O N - L I N E A R P R O G R A M M I N G C O D E 
I N D E X S ( l ) = 0 C * * 
C  BEGIN M A J O R M A T R I X - E L E M E N T L O O P J I N I T I A L I Z E V A R I A B L E S * 
C * * L **** ************* 
C NC YCL--NYOL + 1 
i-'Ul HT1 ••••••• O.  END1 - 0.  STP " ,1 
C SET UP M A T R I X O F T R I A L P E L E M E N T S DO SO I2-1rADIM 
DO SO J2-1tMATDIM PBASECI?J2> * P<12»J2> TRILP(12?J2)=(I2fJ) «0 CONTIUE  ** t********************* C #    
C * * # * S E T UP G R A D I E N T M A T R I X * 
c ** % * 
7 4 
c *•* * * * 
C * * * * * 
C * * * AT LEAST ONE GRADIENT ELEMENT I S NOT CLOSE TO ZERO 
C * * * MOVE ALL ELEMENTS OF P-MATRIX ACCORDING TO THE GRADIENT 
C * * * * * 
C *** ************************************************************ 
Cca 
C t * SET UP GRADIENT MATRIX * 
C * * * * * 
C *»X * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * # * * * * * * * ^ 
DO 9 0 J 2 = l » MATDIM 
DO 9 0 12=1rMATDIM 
T R I A L P ( I 2 r J 2 ) = P ( I 2 f J 2 ) +DELTA 
OBJT = F(TRIALP,NCYCL.D,MATDIM,ICALCT) 
NFUNCE = NFUNCE + 1 
GRAD(12 r J 2 ) = (DBJP - OBJT) / DELTA 
TRIALP<12« J 2 ) = P ( I 2 f J 2 ) 
I F ( G R A D ( 1 2 r J 2 ) .GT. 0 ) GO TO 9 0 
C * * * TRY A STEP IN THE OPPOSITE DIRECTION 
T R I A L P ( 1 2 r J 2 ) = P ( I 2 r J 2 > - DELTA 
IF< T R I A L P C I 2 , J 2 ) . LT . 0 ) T R I A L P ( 1 2 r J 2 ) = 0 . 0 
0BJT2 = F(TRIALP»NCYCL»D»MATDIM»ICALCT) 
NFUNCE = NFUNCE + 1 
GRAD < 1 2 • J 2 ) = ( 0 B J T 2 - OBJB) / DELTA 
I F ( G R A D ( I 2 , J 2 ) .GE. 0 . ) GRAD<I2»J2> = 0 . 0 
T R I A L P ( 1 2 , J 2 ) = P ( I 2 > J 2 ) 
90 CONTINUE 
C * * * EVALUATE THE GRADIENT MATRIX TO SEE IF WE SHOULD STOP 
DO 9 5 I2=1,MATDIM 
DO 9 5 J2=l,MATDIM 
IF(ABS(GRAD(12» J 2 ) ) . GE. GRDSTP) GO TO 1 0 0 
9 5 CONTINUE 
C * * * ALL GRADIENT ELEMENTS ARE . L E . STOPPING CRITERION 
C * * * WRITE OUT INFORMATION IN PREPERATION FOR STOPPING 
DO 96 1 2 = 1 r MATDIM 
W R I T E ( 7 , 1 0 4 ) ( G R A D ( 1 2 , J 2 ) , J 2 = l r M A T D I M ) 
96 W R I T E ( 6 • 3 8 0 ) < GRAD(12 , J 2 ) » J 2 = l , MATDIM) 
W R I T E ( 6 , 9 7 ) 
9 7 FORMAT(* THE FINAL P-MATRIX * ) 
OBJB=F(P , NCYCL f D f MATDIM fITIME) 
DO 9 9 12=1tMATDIM 
W R I T E ( 6 , 3 8 0 ) ( A D J P ( I 2 , J 2 ) r J 2 = l r M A T D I M ) 
W R I T E ( 7 , 3 8 0 ) < A D J P < I 2 r J 2 ) t J 2 = l , M A T D I M ) 
9 9 CONTINUE 
WRITE(7r2511)OBJB 
W R I T E ( 6 , 2 5 1 1 ) O B J B 
R E A D ( 5 . * ) I S S T 0 P 
I F d S S T O P . L E . 0 ) G 0 TO 8 0 0 0 
GO TO 1 8 5 0 
8 0 0 0 CONTINUE 
WRITE(7 .8010)GRDSTP 
8 0 1 0 FORMAT<* ENTER DIVISION FACTOR FOR GRADIENT-TESTING* 
1 * CRITERION* r / f t CURRENT CRITERION E Q U A L S * , E 1 2 . 4 ) 
READ( 5 • * )GRADDIV 
IF(GRADDIV . L E . DGO TO 1 8 5 0 
GRDSTP = GRDSTP / GRADDIV 
1 0 0 CONTINUE 
1 0 5 CONTINUE 
IMPROV = 0 
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109 contiue: c 
c *** * * C ** * SET UP THE GOLDEN SECTION INTERVAL *    * C  DO 110 I2=fMATDIM DO no J2~l r MATDI  TRIALP(12rJ2) = P(I2rJ2) + GRAD(I2,J)*STEP 110 CONTIUE 112 I  C * * * TEST O MAKE SURE THAT AL ELMENTS OF TRIALP ARE .GE. ZERO DD 120 12-1r TDI  
DO 1 2 0 J2~lr MATDI  IFCTRIALP(12»J2) .GE, 0)G0 TO 120 C  ** THIS ELMENT IS LES THAN ZERO AND MUST BE ADJUSTED C  O AVOID COMPUTER ROUD-OF RS? SET THI LMENT = 0 ! TRIALP(12rJ2) " 0.0 120 CONTIUE C ** NOTE? ROWS DO NO7 NECESARILY SUM TO 1.0   THIS CNSTRAINT IS PRESRVED IN THE FUNCINAL EVALUATION C ** BY NORMLIZIG BY TH ACTUAL SUM OF THE RWS  C ** NOW EVALUATE THE OBJECTIVE AND COMPARE TO PREVIOUS VALUE 0 B J F := F ( T RI ALP * NCYL r D ? MATDI  ? ICA  C T ) WUNCE = NFUNCE + 1 C IF (OBJF .LT. OBJ)GO TO 130 C ** THE PINT CHECKED WAS A FAILURE»DUCE THE STEP SIZE   SINC THE GRAINT SHO  US TH DIRCTION TO MOV r C ** WE DO NOT NED TO TRY A NEGATIVE SEP SIZE   TH PINT CHECKED PROVIDES HE SECOND ND OF TH GOLDEN C #* INERVAL(ZERO* POINT CHECKE) END2=STEP GO TO 1 4 5 130 CONIUE C W THE POINT CHECKED WAS A SUCESr THE STEP SIZE MUST BE INCREASED IMPROV = 1 C ** SET UP THE BASIC P-MATRIX TO REMEBER DO 135 I2-1 t MATDI  DO 135 J2-1•MATDI  PBASE(I2rJ2) = AHJP(I2»J2> 135 CONTIUE 
END1 = P0INT1 POIT! STEP STEP=SEP*3. OBJ  = OBJF C ** GO ACK AND TRY AGAIN—EVALUATE THE NEW POINT UNTILE A FAILURE IS   REACHED 
1'? '". :•.:.:.'-0[j i '.&) . EG! <, 1 ) GO TO 2 2 0 
GO TO 105 
C 
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F U N C T I O N F ( Y r N D U M M Y , D , M A T D I M , I T I M E ) 
C O M M O N / B H A T Y O C ( 5 0 ) 
C * * * P R O C E D U R E I N V O L V E D I N M I N I M I Z A T I O N . 
D I M E N S I O N Y ( 1 0 ? 1 0 ) , D < 1 0 , 5 1 ) 
C O M M O N / A D J U S T / A D J P ( 1 0 , 1 0 ) , R O W S U M ( 1 0 ) , P ( 1 0 , 1 0 ) 
C O M M O N P I ( 1 0 , 5 1 ) 
C O M M O N / F L A G S / L 0 6 0 D S , I N I T r I F I R S T , I S E T , K O P O U T ( 2 0 ) v I N D E X S ( 1 0 ) 
I F ( I F I R S T . E Q . 0 ) G 0 T O 8 
D O 6 1 = 1 , M A T D I M 
D O 6 J = 1 , I T I M E 6 PI(Iy J)=0 . 0 
W R I T E ( 7 , 6 0 0 ) M A T D I M 
6 0 0 F O R M A T ( " E N T E R T H E • , 1 3 , * P 1 ( 1 , 1 ) " ) 
R E A D ( 5 , * ) ( P 1 ( 1 , 1 ) , I = 1 , M A T D I M ) 
l ' F I R S T = 0 
8 C O N T I N U E 
D O io J = 2 , I T : I : M E 
D O 1 0 1 = 1 , M A T D I M 
P I ( I , J ) = 0 
1 0 C O N T I N U E 
C * * * S E T U P I N I T I A L A D J U S T E D P - M A T R I X 
D O 1 4 1 2 = 1 , M A T D I M 
D C ) 1 4 J 2 = l , M A T D I M 
A D J P ( I 2 , J 2 ) = Y ( I 2 , J 2 ) 
1 4 C O N T I N U E 
C * * J N O W C O M P U T E A D J U S T E D P M A T R I X J S U M T H E R O W S 
D O 4 2 0 I 1 = 1 , M A T D I M 
R O W S U M ( I I ) = 0 . 
D O 4 2 0 J J = 1 r M A T D I M 
4 2 0 R O W S U M ( I I ) = Y ( 1 1 , J J ) + R O W S U M ( 1 1 ) 
D O 4 3 0 1 1 = 1 , M A T D I M 
D O 4 3 0 J J = 1 , M A T D I M 
4 3 0 A D J P < I I r J J ) = Y ( I I » J J ) / R O W S U M ( I I ) 
C * * * N O W T H E P I A T T I M E T = l r I T I M E W I L L B E C A L C U L A T E D 
D O 3 0 J = 2 , I T I M E 
D O 3 0 1 = 1 , M A T D I M 
D O 3 0 K = l , M A T D I M 
3 0 P I ( I , J ) = A D J P ( K , I ) * P I ( K , J - l ) + P I ( I , J ) 
C # * * N O W F I N D S Q U A R E D E R R O R R E S U L T I N G F R O M P I C A L C U L A T I O N 
E R R Q R = 0 . 0 
B E T A = l . 0 0 0 0 0 0 
D O 5 0 J K = 1 , I N I T 
D O 5 0 K = 1 , I T I M E 
1 5 0 E R R 0 R = E R R 0 R + ( P I ( J K , K ) - D ( J K , K ) ) * * 2 . * B E T A * * K 
F = E R R O R 
R E T U R N 
E N D 
- E N D O F F I L E -
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G O T O 1 0 5 
(I1 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
1 4 5 C O N T I N U E 
D I F P ' S A V E N D 2 ••• E N D I 
1 5 0 C O N T I N U E 
C * * * T H E E N D S O F T H E G O L D E N S E C 1 I O N H A V E N O W B E E N S E T U P 
C * * t P E R F O R M A G O L D E N S E C T I O N O N T H E I N T E R V A L ( E N D ! « E N D 2 ) 
D I F F - E N D 2 - E N D 1 
G O L D E N = . 3 8 2 
I F ( P O I N T ! . L E . E N D 1 + * 5 * D I F F ) G O L D E N = . 6 1 8 
T S T E P = E N D 1 + G O L D E N * L U F F 
C * * * S E T U P A N E W T R I A L P - M A T R I X U S I N G T H I S S T E P S I Z E 
D O .1.60 1 2 = 1 , M A T D I M 
D O 1 6 0 J 2 = l r M A T D I M 
T R I A L P ( 1 2 , J 2 > = P ( I 2 , J 2 ) + T S T E P * G R A D < I 2 , J 2 ) 
1 6 0 C O N T I N U E 
C # * * M A K E S U R E A L L E L E M E N T S A R E N O N - N E G A T I V E 
D O 1 7 0 1 2 = 1 v M A T D I M 
D O 1 7 0 J 2 1 , M A T D I M 
I F ( T RIA I... P ( 1 2 v J 2 > . G E . 0 ) G 0 T O 1 7 0 
T R I A L P ( 1 2 , J 2 ) '•• 0 , 0 
1 7 0 C O N T I N U E 
O P J F - F ( T R 1 A L P , N C Y C L , D , M A T D I M , I C A L C T ) 
N F U N C E = N F U N C E + 1 
I F ' O B J F . L E . O B J B > G O T O 2 0 0 
C * * * F A I L U R E 
j: F ( T S')" E F' . G T . P 0 I N T 1 ) E N D 2 = T S T E F' 
I F ( T S T E P . L E . P 0 I N T 1 > E N D 1 = T S T E P 
C O B J B r, u b j k 
£ 7 O P P E R = E P S I L O N 
J F C K Q P 0 V 7 ( ? ) , E C ) , 1 ) S T O P P E R = E P S I L O N * D l ' F F S A V 
I F ( A B S ( E N D 2 - E N D 1 ) . L E . S T O P P E R ) G O T O 2 2 0 
G O T O 1 5 0 
2 0 0 C O N T I N U E 
C * * f S U C C E S S 
I M P R O V = 1 
I F ( T S T E P . G T < P 0 1 N T 1 ) E N D 1 = P 0 I N T 1 
I F ( T S T E P " . L E . P 0 I N T 1 ) E N D 2 = P 0 I N T 1 
P O I N T ! = T S T E P 
D O 2 2 5 1 2 = 1 , M A T D I M 
D O 2 2 5 J 2 = l ? M A T D I M 
P B A S E ( 1 2 , J 2 > = A D J P ( 1 2 , J 2 ) 
2 2 5 C O N T I N U E 
G B J B = O B J F 
S T O P P E R = E P S I L O N 
I F C K 0 P 0 U T ( 7 ) . E Q . 1 ) S T O P P E R = E P S I L O N * D l ' F F S A V 
I F ( A B S ( E N D 2 - E N D 1 ) . L E . S T O P P E R ) G O T O 2 2 0 
G O T O 1 5 0 
2 2 0 C O N T I N U E 
C R E S E T T I M E P E R I O D V A L U E i'O A C T U A L ( N O T Q U I C K I E ) V A L U E 
I C A L C T = I T I M E 
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * c   
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